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PRÉFACE 



En commençant ce Traité, nous avons cherché à 
établir aussi généralement que possible, à propos 
de la ligne droite et du plan, les formules qui se 
rapportent aux coordonnées obliques, sans les- 
quelles le calculateur est quelquefois embarrassé, 
même pour des cas très-simples ; mais nous n'avons 
pas négligé d'établir directement, quand il y a lieu, 
les formules relatives aux axes rectangulaires. 

Dans les observations qui s'étendent aux surfaces 
quelconques, nous n'avons pu nous empêcher, vu 
l'importance du sujet, de sortir du programme de 
l'École polytechnique, en parlant de la courbure des 
surfaces. Nous avons rapporté les définitions et me- 
sures données par Sophie Germain, Gauss, et récem- 



a. 
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ment par M, Roger : cette dernière théorie a l'avan- 
tage de s'appliquer à toutes les surfaces, réglées ou 
non. 

Quant aux surfaces du second degré, notre point 
de vue consiste à les considérer comme engendrées 
par le mouvement d'une conique à centre sur une 
conique fixe, ce qui ne laisse de côté que le cylindre 
parabolique. De cette façon, après avoir établi, 
comme d'ordinaire, quelques généralités, on trouve 
directement les équations les plus simples et les 
propriétés de ces surfaces. Par exemple, nous avons 
considéré l'hyperboloïde à une nappe comme engen- 
dré d'abord par une ellipse mobile sur une hyper- 
bole fixe, puis encore par une hyperbole mobile sur 
une conique complète^ si Ton peut appeler ainsi l'en- 
semble d'une ellipse et d'une hyperbole dans des 
plans perpendiculaires. 

On nous pardonnera de chercher à introduire, 
pour établir la continuité, le calcul directif où l'on ^ 
réalise le symbole de l'imaginaire par une direction 
perpendiculaire. C'est encore ainsi que nous avons ' 
obtenu le volume de l'hyperboloïde à deux nappes, 
en considérant cette surface comme complétée par 
l'ellipsoïde qui comble le vide laissé entre les deux 
nappes» 

Quoique la discussion de l'équation du second 
degré ait été précédée de la connaissance des âurfa- 
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ces, nous la présentons avec détails, ainsi que les 
caractères de ces surfaces. Mais surtout nous nous 
sommes attachés à déterminer les éléments princi- 
paux, même avec des coordonnées obliques : cette 
généralisation, souvent si nécessaire, loin d'être 
toujours une cause de complications, présente quel- 
quefois les questions sous le jour le plus simple. 
Ainsi, par la considération de plans tangents com- 
muns à une surface et à des sphères concentriques, 
on obtient en même temps, et de la manière la plus 
directe, les trois théorèmes sur les axes principaux 
et un système quelconque de diamètres conjugués. 

Parmi ces éléments , il en est, comme ceux des 
paraboloïdes et du cylindre parabolique ainsi que 
des surfaces de révolution , qui n'avaient pas été 
donnés, à notre connaissance, dans le cas des axes 
obliques, du moins'^dans les ouvrages destinés à 
renseignement. 

Quant aux deux chapitres qui terminent ce traité, 
et qui sont relatifs aux coniques sphériques et aux 
surfaces honiofocales , quoiqu'ils soient en dehors 
du programme, nous avons pensé, comme MM. Briot 
et Bouquet , dont nous avons mis à ce sujet l'ou- 
vrage à profit^ qu^un aperçu de ces connaissances 
était nécessaire aux élèves dans l'état actuel de la 
science. 

Enfin, on voudra bien excuser diverses incorrec* 
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lions, en songeant que Timpression de cet ouvrage, 
commencée vers le milieu de 1870, et à peine 
terminée à la fin de 1871 , a dû être plus d'une 
fois abandonnée et reprise : dans V errata^ nous 
avons indiqué les fautes qui pourraient arrêter le 
lecteur. 



BOURGET, HOUSEL. 



GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 



A TROIS DIMENSIONS 



CHAPITRE PREMIER 
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1. rOlNTS DAKS L'ESPACE 



M 



Ml 



R/ 



1 . Coordonnées dun point. — Par un point fixe (fig, 1) 
on fait passer trois plans 
fixes aussi dont les intersec- 
tions Ox, Oî/, Oz s'appellent 
les axes coordonnés (1). 

On détermine la position 
d'un point quelconque M re- 
lativement à ces plans 



^,t — 1- 



S' 



(i) Nous intervertissons la place 
qu'on donne ordinairement aux axes 
des X et des y^ parce que, en se tour- 
nant à gaucfaCi on voit aussitôt ces 
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Fig. 1. 



axes dans la position habituelle de la géométrie à deux dimensions, ce qui 
serait plus difficile avec le système ordinaire. 
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menant de ce point, et jusqu a la rencontre de ces 
plans, des parallèles à ces axes, MR=a;^ MQ=i/, MN=2; 
achevant le parallélipipède construit sur ces lignes, on 
voit que Ton a aussi OP=jj, 0S=jj,0T=2. 

La position du point M est connue d'après ces quanti- 
és, car il est clair qu'on va de à M en suivant la ligne 
brisée OPNM. 

Cependant, pour que cette position soit complètement 
déterminée, il faut que les coordonnées x, y, % de ce point 
soient connues, non-seulement en longueur, mais avec 
leurs signes, que nous n'avons pas encore considérés. 
Or on convient de regarder comme positives les directiqns 
indiquées Oo;, Oj/, 0;5, à partir de V origine^ et les directions 
opposées comme négatives. On aura donc, autour du 
point 0, huit angles trièdres, et dans chacun de ces angles 
un point qui aura en grandeur absolue les mêmes coor- 
données que le point M. 

Voici le tableau des signes correspondants, comme le 
montre Tinspection de la figure : 



M 


M. 


M, 


M, 


M, 


M5 


Mg 


M7 


-*-x 


— X 


+ x 


^x 


— X, 


-hx 


X 


— X 


+y 


+ y 


— y 


+ y 


—y 


—y 


+ !/ 


—y 


+« 


-f-« 


-hz 


— z 


-f-2 




— z 


— % 



En général, ici comme dans un plan, on appelle origine, 
sur une droite, le point d'où part un mobile pour parcou- 
rir la droite : on regarde les directions comme positives 
ou négatives suivant le sens du mouvement. 

2. Translation de Vorigine. — Soient x\ y\ 2' eta;", j/", 
*" les coordonnées de deux points. Avant d'en chercher 
la dislanccj nous commencerons, sans altérer les diree- 



LA LIGNE DROITE ET LE PLAN. S 

tions des axes, par transporter r origine à l'un de ces 
points, représenté actuellement par x', y\ %\ et donU les 
nouvelles coordonnées seront nulles. 

Alors, soient X, Y, Z les nouvelles coordonnées d'un 
point quelconque de l'espace, précédemment représen- 
tées par x, 1/, 2 : il est clair, par exemple, que X sera nul 
dans le cas où ce point se confondrait avec la nouvelle 
origine. On devra donc avoir l'une des deux expressions : 
X=x — jî', X=:a/— x; mais la seconde doit être écar- 
tée. En effet, dans le cas où la nouvelle origine reviendrait 
coïncider avec la première, ce qui donnerait x' = 0, cette 
seconde expression reviendrait à X= — x, tandis qu'on 
doit évidemment avoir alors lL=x. <. 

Il faut donc écrire X=x.— a?' et de même Y=î/ — t/', 

Ainsi la translation de Torigine se fait en posant 
x=X-t-x', t/=Y+î/', «sisZ^-a/. 

Pour ne pas-écrire d'autres lettres, on dit aussi qu'il 
suffit de changera, y et»ena; + a^, y+y', »-+-«'. 

3. Projections. — Les points et M (fig. 2) étant donc 
ceux dont il faut chercher la distance, nous renverrons à 
la théorie des projections exposée 
dans le cours de géométrie analy- 
tique à deux dimensions. Soit 
l'origne des coordonnées, M un 
point (x, y, z). Projetons ce point 
sur le plan xy et sur Taxe Ox. 

Dans l'espace comme sur un 
plan, la projection d'une droite 
finie est égale au produit de cette ^*^' '* 

droite par le cosinus de l'angle qu'elle fait à partir de 
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son origine (g 1) avec l'axe de projeclion. En répétant la 
démonstration de la géométrie plane, on retrouve donc, 
même pour un contour gauche (c'est-à-dire non coiïtenu 
dans un même plan), le théorème connu : La somme des 
lirojections de plusieurs droites consécutives sur un axe est 
égale à la projection de la ligne résultante. 

Du reste, ici comme dans un plan, on appellerait pro- 
jection oblique d'un point celle qui serait déterminée sur 
Taxe, non plus par une perpendiculaire à cet axe, mais 
par un plan parallèle à un plan donné. 

4. Les axes étant d'abord rectangulaires, soit MN per- 
pendiculaire sur le plan des xt/, el NP sur Ox, on sait que 
OP=a; est la projection de OM sur Ox; il en sera de 
même pour y et z. D'un autre côté, ÔA^ = x* -h PH* 
= x*-f- PN'+NM*=x'-f- j'-+-2% doù résulte le théo- 
rème : La somme des carrés des projections d'une droite sur 
trois axes rectangulaires est égale au carré de cette droite, 

X 

Soit OM=r, on a, dans le triangle MOP, cosxr=-; 

r 

y 2 

de même cosxr=-. cos zr=' : donc 

r r 

cos* xr -H cos* yr -H cos* zr=\. 

Ainsi, la somme des carrés des cosinus que fait une droite 
avec trois droites rectangulaires est égale à Vunité, 

5. Distance de deux points. — Pour obtenir OM avec des 
axes obliques^ observons qu'on peut aller directement de 
en M en suivant la route OM=r, oa bien en suivant le 
contour brisé OPNM dans lequel MN est parallèle à 0:5, NP 
à Ot/. Si nous projetons ce contour sur OM, nous avons 

r = X cos a;r -H f/ cos ^r -h -8 cos sr . 
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En projetant d'un côté OM et de l'autre le même con- 
tour sur Orc, il vient 



d'où 



et de même 



rcosxr=X'i-ycosxy'^zcosxz, 



x-hyC0Sd:j/-H3C0S«s 

COS XV — — — - — — — ^— ^— _ 

r 



y-f-jccosary-H^cosy» 

z-i-xeosxz-hy cosyz 



Maintenant, dans l'expression de r remplaçons cosa;r, 
cosyr, cos^r par leurs valeurs et réduisons, nous aurons 

r* = a:* H- y* -h s' 4- 2y « COS y 3 -+- 230: COS ax H- 2xy COS «y . 

Nous chercherons plus tard (§ 34) la relation analogue 
à cos*fl:r + cos* j/r -h cos'2r = 1 du g 4. 

6. Il reste maintenant à revenir à la première origine. 
Pour cela, observons que nous avons posé X=x — x' ; 
ici X est une ancienne coordonnée d'un point, et X la 
nouvelle coordonnée correspondante. Donc tout revien- 
dra à changer, dans les formules précédentes, récipro- 
quement à ce que nous avions fait, xenx — x\ et de même 
y et ;5 en y — y' eiz — t/. 

Comme il s'agit ici du second point que nous avions 
indiqué par x^\ y'\ z'\ la distance cherchée, prise par 
rapport à l'origine primitive, sera 

r«=(a;''— a;')«-+-iy— i/T-ht^"— 3'j «4-2^— y') (z''—z']cosyz 
-h 2 (3* — 5') (x" — x^) ces zx-h^ {x" — x' ) {y" — y') ces xy ; 

on aura jpar le même changement les valeurs de cosj;r, 
cosj/r, cos;&r. 
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7. Pour des axes rectangulaires, on a évidemment 

r«= {«*-«')+ (y^-t/')»-*- (a"-30», 

x" x' v" V' 2" — 3' 

cos ar = , cosyr = ^, cossrrr . 

II, UEVX GÉOMÉTRIQUES 9 SURFACE PI<ANE 

8. Une surface, telle que celles que Ton considère en 
géométrie, est le lieu géométrique^ c'est-à-dire l'ensemble 
des points jouissant d'une même propriété exprimable 
par une égalité. 

Il est facile de démontrer qu'une équation entre les 
trois coordonnées d'un point /"(a;, j/, 2)=0 représente 
l'équation d'une surface. 

En effet, si l'on donne à % une valeur particulière quel- 
conque 2=c, l'équation /'(oî, y, c) = 0, où c est constant 
relativement à a; et y, représente, dans le plan des xj/, une 
certaine courbe. 

Mais, dans l'espace, cette équation représente évidem- 
ment un cylindre ayant pour base, sur le plan des ici/, la 
ligne que nous venons d'y indiquer et ayant ses généra- 
trices parallèles à l'axe des 2, puisque toutes les lignes 
tracées sur ce cylindre sont représentées sur le plan 
des xy par la même équation /"(x,!/, c) = 0, qui est celle 
de leur projection rectangulaire ou oblique sur ce plan. 
Ainsi les points qui satisfont à la fois aux deux équa- 
tions %'==^ c et /"(x, j/, c) = 0, doivent être considérés 
comme ceux où ce cylindre est coupé par un plan mené 
parallèlement au plan des 0:1/, à une distance ;5=c. 

Si Ton donne à « de nouvelles valeurs (/, c"..., on aura, 
sur d'autres cylindres analogues, des sections toujours 
parallèles ; mais si % varie d'une manière continue, il y 
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aura aussi continuité entre ces sections dont l'ensemble 
formera ainsi une surface, comme il fallait le faire voir. 
Réciproquement, toute propriété exprimable par une 
égalité entre des fonctions de lignes se traduit par une 
équation entre les coordonnées en exprimant les lignes de 
la figure en fonction des coordonnées du point du lieu. 

9. Cependant nous verrons des circonstances où une 
équation à trois variables ne représente qu'une ou plu- 
sieurs lignes, ou même un ou plusieurs points. Enfin 
cette équation peut encore ne rien représenter de réel. 

10. Quant à une équation à deux variables, telle que 
^(oî, j/) = 0, nous venons de voir quelle représente en 
général un cylindre dont les génératrices sont parallèles à 
Taxe des z. Enfin une équation à une seule \ariable, telle 
quef(z)=Oj se résolvant dans une ou plusieurs équations 
explicites, telles que 2 =c, il est évident, même avant 
d'avoir étudié l'équation générale du plan, que chaque 
valeur de z donne un plan pa- 
rallèle à celui des xy : seu- 
lement, si c est imaginaire, 
le plan Test également. 

11 . Équation du plan (fig. 5). 
— Soit M un point du plan 
qui coupe les axes en A, B, C, 
et OR=r la perpendiculaire 
abaissée de Torigine sur 
ce plan. Les coordonnées 
du point M étant OP == x, 

PN=:î/, NM= 2, la projection du contour OPNMR sur OR 
donnera pour l'équation du plan 




Fig. 3. 



r = a; cos xr -f- 1/ cos yr H- a cos 2r , 
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car MR, perpendiculaire à OR, n'a pas de projection sur 
c|ilte droite. 

12, Pour transformer l'équation précédente, soient 
OA = a, OR = p, OC = Yi les distances où le plan coupe les 
axes; le triangle OAR, rectangle en R, donne r = a cos icr ; 
demê^ler=pcosî/r, r=YC0S2r; on a donc 

a ^ y 

Ainsi l'équation d'un plan est du premier degré. 

13. Réciproquement, une équation du premier degré à 
trois variables, telle que AaîH-Ry-f-C2 + D = 0, repré- 
sente un plan, car on peut l'identifier avec la' précédente, 

en posant 

, A - B 1 c I 





-D-"a 


• -D""^' 


-D-v' 


ce qui donne 




^ 

r 






— D 
*~ A' 


*=-»". 


^~ C 


Mais 






* 




r 

« — , 

cosxr 


fi- '* , 


r 




' cosyr' 


' cos zr 


on a donc 










cos xr c( 


)syr C0S3** 


--.-"' 




A 



rapport commun dont ous trouverons bientôt l'expres- 
sion (g§ 48, 49). 
Comme on peut toujours, dans l'équation 

d'un plan donné, diviser p^r un des coefficients, S va- 
riera avec la valeur absolue de ces coefficients. Mais 
quelles que soient les quantités par lescjuelles on les 
multiplie ou divise, on reconnaît que A5, R5, C5 ne va- 
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rient pas, puisque ces produits sont les cosinus des an- 
gles que fait avec les axes une perpendiculaire au plan. 

14. Si D = 0, c'est-à-dire si le plan passe à l'origine, il 
'est clair que a, g, y et r sont nuls à la fois; mais 8 n'est 
pas nul pour cela. 

Alors l'équation du § 11 devient 

a: cos JT 4- y cos yr 4- 3 cos sr = 

et ridentification avec Aa: + By 4- Cz = donne 

cosar cosyr cossr 

Si l'on prend A=cosa;r, B = cosî/r, C=cos2r, on a 
alors 8=1. 

15. Dans l'équation AxH-By -H C;5 + D = 0, si Tun des 



= 00 : 



X % 
alors l'équation résultante du plan, - -^ - = 1, repré- 

sente un plan parallèle à Taxe des y, puisque OB est in- 
fini : alors cette variable ne figure pas dans Féquation 

Aa:4-By4-C3-f-D=0. 

Si l'on a à la fois B=0, A=0, il en résulte g =oo , 
azzzioo . Donc l'équation C»-t-D=0 ou2=y est celle d'un 
plan parallèle à celui des xy^ comme on l'a déjà vu (g 10). 

16. Plans parallèles. — Deux plans parallèles ont des 
équations de la forme a;cosa5r-+-î/cosî/r-f-:scos:5r=r, 
iEcosj;r-l-j/cosyr + ;5Coszr = r'; car, par hypothèse, 
cosa:r' = cosa;r, etc. 
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Donc, soient 

Aa;H-By + Ca-hD = 0, A'a:-hB'y + C'24-D'=0 

les équations des deux plans, on reconnaîtra qu'ils sont 

parallèles^ ^^ A' ~ F ~ C' 

1 7. Plans passant par des points donnés. — Un plan pas- 
sant par un point dont les coordonnées . sont aï', y\ z\ a 
évidemment une équation de la forme 

A (a:-a:')4-B{y— y') + C(«-ai') = f'- 

Si A, B, C sont donnés, cette équation sera celle du 
phm mené par un point donné parallèlement à un plan 
donnéj qui sera représenté par 

Aa;-hByH-Cj=0. 

Si ce plan doit passer par un second point, représenté 
par x", 1/", ?", on a de plus l'équation de condition 

A (x"— a/) -|-B{y"— y') -1-0(2''— a') = 0. 

Enfin, on fixera la position du plan en l'assujeltissant 
à passer aussi par un troisième point représenté par x"% 
j/'", ;5'", ce qui donnera la nouvelle condition 

A [x'" — a:') -h B (y'" _ y') -f C («'" — 2') = 0. 

L'élimination entre les deux conditions donne p et 
?, ee qui permet de p«er 

A = y"z^^^ — y'"»" 4- y'"z'\— y'z'" -h y'z" — j/^a' = 1 y" z" 

1 y"'z"' 

De même 

la' x' 

-_ 2<r^// _,///aJ» 4_ ;j///ic' — s'a;'" + z'x" — a^x' 





,. 




la' a;' 




B = 


\ z" x" 
1 a'" a:"' 


et 








\x* y 




C = 


1 x" y" 






1 


2;'" y"' 1 



= a;''!/"' — x^'Y -f- ic^'y ' — «'y'" -H a^'y" — ir"y'. 
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On reconnaît dans ces expressions la* permutation tour- 
nante entre y etZjZ et x, puis x et y. 
L'équation du plan étant Ax+Bt/-f-C»=Ax' + By' 
C»', on observe, après réduction, qu'il reste : 



Aa:' -h By'4- C«'=a:'{y V'-y'"3*)H-y'(3''«^'— s"V)-h3' (x^y*'— a^ V) 



Ainsi, l'équation cherchée devient 



— D= 



ly* s' 




Is' a/ 




l^y' 




xfjfx"" 


iy" z" 


+y 


\z- sT 


-f-î 


1 «"y* 


t= 


y* y" y"' 


1 f 3'" 




•\ j/Z/^W 




i xf"}f" 




3' 5" V" 



ni. ÉQUATIONS DES LIGNES ^ DE LA LIONE DROITE 

18. Puisque deux équations, telles que /'(x,y,2) = 
et F(x, y, 2)=0, représentent deux surfaces, l'ensemble 
de ces équations représente l'intersection de ces deux 
surfaces. En général, cette ligne est gauche ou à double cour- 
hure^ c'est-à-dire qu'elle n'est pas contenue dans un plan. 

RéciproquemenI, une ligne quelconque étant donnée 
dans l'espace, parmi les surfaces en nombre infini qui 
passent par cette ligne, on en choisit deux qui la repré- 
sentent par leurs équations. 

D'ordinaire on mène par tous les points de cette ligne 
deux séries de droites parallèles à Taxe des a; et à celui 
des y : les cylindres ainsi formés ont des équations de la 
forme f(y^ %) = 0, F [x, «) = (§ 10) et dont l'ensemble 
s'appelle les équations de la ligne. 

Entre ces deux équations, si l'on élimine %^ il reste une 
relation de la formé ç (oj, y) = : elle représentera le cy- 
lindre dont les génératrices sont parallèles à l'axe des % 
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et qui projette ainsi la ligne donnée sur le plan des xy. 

Réciproquement, deux équations telles que f (y, 2)=0, 

F (Xyz) =0 représentent une ligne dans l'espace, puisque 

cette ligne est l'intersection des cylindres ainsi indiqués. 

d9. Équations d'une droite (fig. 4). — Une ligne droite 
i est toujours représen- 

tée par l'ensemble des 
équations de deux 
plans. 

Soit ABC la droite 

en question; les cylin- 

* dres projetants sur les 

plans des zx et des zy 

deviendront les plans 

CC,B et CC,A, respec- 

R?- *. tivement représentés 

ipar x=mz-hp, j/ = n2-f-^, qui seront les équations de 

droite. 

Il est clair que p et ç seront, sur le plan des xy^ les 
coordonnées du point C où la droite perce ce plan. 

20. Cependant cette forme d'équations ne représen- 
terait pas une droite parallèle au plan des xy, car alors 
p et q seraient infinis. 

En général, soient x\ j/', z^ les coordonnées d'un point 
pris n'importe où sur la droite, et a, b, c des coefficients 
constants, les équations de la droite pourront se mettre 
sous la forme 

X — X' y — y' i — i' 

a b c * 

Car cela revient aussi à écrire 

a h 

m = -, n = -. 
c c 
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Alors, en effet, les équations deviennent 

a , , a*' 6 , , 6i' 

c c ^ c ^ c 

ce qui donne encore 

, ai' , Ai' 

Si a, fr, c sont donnés, les équations 

X — x* y — y' 2 — V 

a b c 

sont celles d'une droite menée par un point donné parallè^ 
lement à une droite donnée, qui sera représentée par 

- = ^ = l. 

a b c' 

21 . Il est important de voir ce que devient la droite 
quand Tun des dénominateurs est nul. 

Avant de faire cette supposition, observons que les 
équations reviennent à 



« I 



6(j;— x'j = a(y— y) et c(y— j^') = 6 (a— s'). 

Maintenant, si c = 0, la seconde se réduit à %=%' ei 
représente le plan mené à la distance z' parallèle- 
ment au plan des xy; ce plan sera coupé suivant la 
droite en question par le plan qui a pour équation 
b{x — ûc') = a (y — y') et qui est parallèle à Taxe des %, 
puisque z ne figure pas dans cette équation (§ 15). 
^ Ainsi c=0 donne les équations 

3= s', b[x^x') = a{y—y') 

d'une parallèle auplan des xy, circonstance où les formules 
du g 19 étaient en défaut. 

22. En général, et quel que soit c, l'équation 
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t (« — j;') = a (y — y') est celle du plan ACA^ qui projelte 
la droite sur le plan des xy. Comme on a a = me, b=nc 
et que» pour cette projection, on a»'=0, d'oùx'==p, 
y' =9, réquation de cette projection sur le plan des xy 
est 

comme on le voit directement en éliminant % entre 

x^mz-^-p et y=znz-^q. 

23. Mais si, outre c=0, on avait aussi a = 0, la se- 
conde équation deviendrait x=x' et représenterait un 
plan parallèle à celui des yz. Alors la droite donnée ayant 
pour équations 2=2/, x=x', serait une parallèle à F axe 

24. Si la droite est encore assujettie à passer par un 
second point, dont les coordonnées soient x", y", 2", on a 
les équations de condition 

x" — x* y'^ — 1/' %" — 3' ' 

a b c ' 

Il est clair qu'on y satisfera en posant a = x" — x', 
fc=y" — y', c=2" — %'; ainsi, les équations cherchées 
sont 

X — x/ y — y' s — z' 

Si Ton veut les réduire à une forme symétrique, on ob- 
servera que Ton a de même 

x — x" y — y" z — 3" 

x>f — x^ t/" — y" z" — 3'' 

Donc, en ajoutant, on a les équations 

x-^jx^-fx") ^ y-^iy'-^y") ^ z^i{z'-\'z'') 

«"— «' y^— y' 3"— 3' 
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25. Intersection de deux plans. — Elle est déterminée 
par Tensemble des deux équations des plans : 

Aa;-|-Bj/-|-Ca-f-D=0, A'x-f-B'j/H- Cî-h D'=0. 

On obtient les projections en éliminant successivement y 
et X et l'on a : 

(AB'— BAO « -f- (OB'— BCOa + DB'--BD'=0, 
(AB'— BA') y + (AC — CAO * -H AD'— DA = 0, 

qui sont les équations de Tintersection. 

26. Droites et plans parallèles. — Si Ton cherche d'abord 
Vintersection d*un plan représenté par 

et d'une droite qui a pour équations x = mz -h p, 
y=znz + g, on trouve tout de suite 

a (Am-4- Bn-f-C) + AjJ-f-Bç +D = 0, 

ce qui donne z et par suite les autres coordonnées a; et i/ 
du point cherché. 
Mais si le plan et la droite sont parallèles, 2=00 et 

Am-+-Bn-f-C=:0, 

OU bien 

telle est la condition du parallélisme dime droite et d'un 
plan. 

27. Si la même droite doit être parallèle à un second 
plan, on a aussi 

A'a-4-B'/»-hBV±=0. 

a b 

Entre ces deux relations éliminant - et -» on trouve 

c c 

CB'— BC AC— CA' BA'— AB' 

■ := r = "9 

abc 
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ce qui détermine la direction d'une droite parallèle à deux 
plans donnés. 

28. Réciproquement y comme tout est symétrique en- 

A. 

tre les grariîies et les petites lettres, Télimination de ^ 

et - enlre les relations 

Aa-h B6 + Cc = 0, Aa'-I- Bt'4- Ce =0, 

donnera 

cb' — bc" ac' — cfl' bn*^ab' 
A B G ' 

ce qui détermine la direction d'un plan parallèle à deux 
droites données . 

29. Droite contenue dans un plan. — En cherchant, 
comme au § 26, l'intersection de cette droite et de ce 

plan, on doit trouver z indéterminé sous la forme ^ On 
a donc toujours 

Am-(-Bii4-C = 0, 

ou bien 
et aussi 

A;? -h By H- D = 0. 

Mais il est plus simple d'observer que Téquation d'un 
plan quelconque contenant une droite donnée par les 
équations x = mz-hp, y = nZ']- q, est de la forme 

A (x — mz—p) H-B(y--na; — ^) = 0. 

En effet, cette relation seru évidemment satisfaite pour 
tous les points de la droite donnée. 
D'après cela, cherchons l'équation du plan qui contient 
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deux droites données passant par un même point. Les équa- 
tions de ces droites étant 



et 



X — x' 


à " 


s— a' 


a 


c 


X — X' 


1/ "" 


z^z' 


a' " 


c' ' 



on sait (g 17) que Téquation du plan sera de la forme 

car il est clair que cette équation sera satisfaite pour tous 
les points de la première droite. 
Mais on vient de trouver (§ 28) 

A_ cy— g6^ 
donc Téquation devient encore 

OU bien, en réduisant le terme en 



> 
c 



Si le plan n'est d'abord assujetti qu'à passer par la 
droite qui a pour équations a; = ma -f- p, y = n« -4- g, on 
peut achever de le déterminer en le faisant aussi passer 
par un point connu par ses coordonnées x^ y^ z^ et non 
contenu sur la droite; on aura donc 

Transportant donc dans l'équation du plan cette valeur de 

A 

jT cette équation devient 

(y,— nî| — ^) [x ^mz— p) i== [Xi —mzi-'p) (y— ns— ç) 

GÉOM. ANAL. B. ET H. 3 
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et représente le plan qui passe par un point donné et par 
une droite donnée. 

Si cette droite est l'intersection de deux plans donnés, 
on voit de même que l'équation d'un plan qui la contient 
est de la forme 

M (Ax-hBy-hCs-hD) -h M'(A'a;-4-B'j/-HC'3-+- b') = 0. 

30. Intersection de deux droites. — Les équations de ces 
droites étant a? = m2-^-/), î/=7w-+-g et x = m'Z'-hp\ 
j/ = n'2-f-9', le point commun à ces droites, si elles 
en ont un, devra satisfaire aux deux équatioiis 
z (m — m') -hp — p' = 0, z(n — n') -H g — ^' = 0, ce 
qui donne Téquation de condition 



m — m' n — n" 



qui exprime que les deux^ droites sont dans un même 
plan. 

Ce rapport est la valeur de z!^ z' étant une coordonnée 
du point de rencontre : les équations des droites donnent 
ensuite x' et t/'. 

Quand cette condition n'est pas remplie, les deux 
droites ont une perpendiculaire commune ou plus courte 
distance que nous chercherons plus loin. 

31. Si tes droites sont dans un même plan, mais pa- 
rallèleSj la condition est satisfaite, mais le point de con- 
cours est à rinfini. Alors 

m — m' n-^n 

d'oïX tn= m', n=n\ ce qui revient à 

a a' , h b* 
- = -> et -=-. 

ce c €? 
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.Cl b c 
Ainsi ■"/ =^ î"/ ~ "7 sont les deux équatiotis de condition né- 

cessaires pour que deux droites soient parallèles^ ce qui 
dailleurs est indiqué par le parallélisme des projections. 



IV. AN«LES DBS DROITES ET DES NiANS 

32. Angles d*une droite avec les axes (fig. 2). — Nous 
venons de voir que, dans les équations de deux droites 
parallèles, les coefficients des variables sont proportion- 
nels. Donc, comme il ne s'agit ici que de directions, nous 
transporterons la droite parallèlement à elle-même à l'o- 
rigine : alors les équations de cette droite OM sont 

a ' b c p 

Ici r = OM (fig. 2), mais il faut déterminer p. 
Nous supposerons d'abord les coordonnées reetangulai - 
res : alors r'=a?' H- y* -!-«*; dans cette expression po- 

ar br cr 

sonsx = — » »=— » « = — on trouve p*=a*-+-J*-f-c*. 

9 9 P 

X 

Mais on a vu (g 4) que cosa;r= -» etc. ; donc 

abc 
eosaT=-, co»wr = -, cosîr = -; 

P P P 

ce qui donne aussi (§ 4) 

cos* xr -4- cos* yr -f cos* «r = 1 . 

Enfin, les expressions a=:pcosaîr, fc = pcost/r, 
<;==pcos2r, montrent aussi que les équations de la droite 

peuvent s'écrire 

g _ y a 



cos xr cos yr cos zr 
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33. Mais, avec des axes obliques^ la question est plus 
compliquée. Dans Texpression 

r*=x* -H y' 4- a* + fyxcosyx-^-^xxcoszx -h 2xycùsxy (g 5) 

remplaçant o;, t/, z par — »—.—, on obtient 

P P P 

p* 2= a* -I- 6* -4- c* +26cco8y« -h 2ca cos«j -h 2a6 cosa:^. 

Faisant les mêmes substitutions dans Texpression 

X-hy COS XU-^Z COS 3X 

r 

et les deux analogues, on a 

o + b COS xy-^c COS xt 6 -f- g cos yx -k-ccosyz 

COS XT — "~~~^"' ) COS t/l* -— — ^— — — — ^— — — — y 

c -f- û COS aa; -h fc COS 3t/ 
coszr= — —• 

P 

34. Cherchons la relation qui remplace celle des axes 
rectangulaires, cos* icr 4- cos* j/r -+- cos' 2r = 1 , pour ex- 
primer, avec des axes obliques, que a:r, yr et %r sont les 
angles que fait une même droite avec les trois axes coor- 
donnés. 

Cette relation a été annoncée au g 4. 
Entre les trois expressions du g 5, 

r cosxr z= X -^-ycosxy -^ 9C0SXZ, rcosyr = y'hxcosyx-^zcosyzy 

rcosar=3 3 -i-xcoszx-^ycosiyj 

éliminons Xy y et «, on trouve 

ri 008 «r $in*yt -h cos yr (cos xm cos yt — cos jcy) -t- cos xr (cos xycosy*-~cosxz\ 



« = 



1 — cos*2y — cos* xz — cos'ifcy -H 2 cosory cosics cos 2^2 



ainsi que les valeurs analogues de y et de 2. 
Portant ces valeurs dans la relation 

rs=ircosa;r-|-ycosyr-+-»cosar -(8^) 
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on obtient la relation cherchée entre cosxr, cosyr et 
cosxr: 

«• = 1 — cos*2y — cos«aw— cos* xy 4- 2cosd^co6xxco8yx 
~ sin* y% cos' jt -f- sin» xz cos* yr 4- sin* xy cos* xr 
H- 2 cosyr cosair (w&xyoosxz — cosys] 
4- 2 cosxr cossr [cosa?y coss» — coso»] 
+ 2 cosa»* cosyr (cosxs cosys — cos'xy). 

EJj^fîn, l'équivalent des équations 

g _ y _ » 

cos:n* cosi/r cos«r' 

relatives à des axes rectangulaires, se trouvera d'après 

a b c 

en posant, comme on Ta vu (§ 33), 

px , py p* 

r r r 

On prend la valeur précédente de x, ainsi que les valeurs 
analogues de yelàez; r disparaît dans les valeurs de a, 
by Cy et p se supprime comme facteur commun, ainsi que 
e'. Mais il est facile de reconnaître que le résultat est encore 
assez compliqué. La notation des déterminants donnerait 
une forme, simple à toutes ces formules. 



35. Angle de deux droites (fig. 5). — Les droites don- 
nées OR, OR', étant encore transportées à Torigine, la 
première a pour équation 



a i c p' 



Ici X, y, z sont les coordonnées du point R, pris arbi- 
trairement sur la première droite, à la distance OR=r : 
ensuite R' est le pied de la perpendiculaire abaissée du 
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point R sur la seconde droite OR', dans le planROR', et 

OR'=r'. 

Cela posé, on peut aller direc- 
tement de à R', ce qui donne, 
d'après la construction indiquée, 
r' = rcosfT'. 

Mais Ton peut aussi aller de 
à R' en suivant le contour brisé 
OPNRR' ; observant que la projec- 
tion deRR'est nulle, puisque RR' 
est perpendiculaire à OR', on a l'é- 
galité 

^ cos rr'^rzx cos x/ -f- y cos yr' -f- z cos zr*. 

ar br cr 
Si nous y remplaçons (§g 32 et 33) x,y,2 par —> — ,—, 

9 9 9 
on a 

pcosrr'=a cosar' 4- b cosyr' -+- ccossr'. 

Les coefficients angulaires de OR' sont a', 6', cf. 

36. Dans le cas des axes rectangulaires, il faut poser 
(§32) 

COS arr = ->, cos wr' = -7, cos »r 3= -, 

P P P 

ce qui donne 

pp' cos rr' = aaf -h bl/ -j- ce', 

OU bien, d'après ce qu'on a vu (g 32), 

fla'4- 66' 4- ce' 



cosrr = 



V/ [a* -f- 6« 4- c«) (a'« 4- 6'» 4- c^) 

£n outre, comme on le voit encore ici, à cause du 
triangle ROP, rectangle en P, on a a;=rcosj:r, avec les 
autres équations analogues ; il en résulte 



cos rr' == cos xr cos xr^ 4- cos yr cos yr' 4- cos zr cos ar'. 
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Voici la sigoification géométrique de cette équation : 
Si Von projette une droite OR sur trois axes Ox, Oy, Oz, sup- 
posés rectangulaires, puis que Pon projette ces trois projec- 
tions sur une droite quelconque^ la somme des trois lignes 
ainsi obtenues est la pi^ojection directe OR' de OR sur cette 
seconde droite. 

En effet, OR' = rcosrr', OP=rcosa;r et la projection 
de OP sur OR' sera rcosicr cosarr'; il en est de même 
pour les autres projections. 

57. On peut encore chei cher 

i 

tang«rr'= — 5— ; — 1. 
cos*rj'' 

Comme on vient de trouver ^ 

i _ [fl» -4. ^» + C8) (fl^l ^b^-h C'*) 

cos« ry ~ (flfl' 4- bi/ 4- ce' )» ' 

on a 

^^S'rr'^ 1 (aa^-^W+cC)^ " 

ou bien, en réduisant, 

t«„„, w-_ [frc^- cb^,* 4- [ca' - gç^)' 4- [ab^ - MQ» 
lang n- _ («w 4- ^6^ 4- cC^» 

38. Avec des aa;es obliques, il faudra, dans l'équation 

jB cos rr' = a cosar' 4- &cosi/r'4-ccosar' 

qui termine le g 35, poser comme on le fait (§ 33) 

. a'-hb'cosxy-^c^cosxz , 6'4-fl'cosxy4- c'cosya 
cosaT' = 7 > cosyr'.= -^ 1 

, C' 4- fl' COS XZ 4- 6'COS MS 

cos xr = ? ^- 9 

ce qui donne, en réduisant, 

/5/3'cos rr' = «a' 4- bb^ 4- ce' 4- cosyz [bc' 4- c6') 4- cos xz [ac' 4- c«i') 

4- cos xy [bc^ 4- c6') . 
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39. On a donè, comme au g 37, 

(at-).^+ei^.t ^ cos »«+« ac cos «+t ab cos *») («•« + b'*-h c*' -H » ^c* co« yi-Ha'c 'co« x»4-l /ycos i y ) 



On aura donc, avec des réductions plus longues que 
difficiles, 

tang*rr'{aa'-+ 66'-l-cc'-|-C08î/2 (6c'-t-6'c)-4-cosaa (flrc'+û'cj-f-cosaîy (ôc'-i-fr'c)}* 
= sin*^s (ftc' — b'c)* 4- sin^ara (01/ — a'cj* -|- sin'ary (a6' — a'b)* 
-H 2 (cos xzcosxy — cos a») (al/ — a'b) [ad — a'c) 
4- 2 (cos2(zcos xkj — cos^s] (60* — ft'c) («6' — a'6) 
2 (cos 2/2 cos X2 — cos a:^ ) (c6' — fr'c) (ca' — c/a) . 



40. Deux Axvecixons perpendiculaires donnent évidem- 
ment dans le cas des axes rectangulaires 

cos xrcosxr'-\- cos yr cos y/ -h eoszr cos zr* = 0, 

OU bien 

et, dans le cas des axes obliques j 

aaf+ hl/ -h c(f-\- cosyz [hc* 4- l/c) 4- cos xz [a<f -f- cfl')+ cos xy [ab' -ha*b) = 0. 

41 . Droites et plans perpendiculaires (fig. 3). — Le plan 
ABC, représenté par Aa; + Bi/ -4- Cz4- D= et la droite OR, 

X y z r 

qui a pour équations - = -=- = -(§ 32), étant perpen- 

a c p 

diculaires, on a 

cos xr cos yr cos sr r 

Il s'agit d'établir les relations qui existent entre A, B 
et C, a, & et c et cosicr, cos^r, cosîsr. 

42. Avec des axes rectangulaires, on a (g 32) 

cosaT=-« cos«r = -, cos«r=- et û*=a*-4-6*-hc*. 

P P P ^ 
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Transportant ces expressions des cosinus dans leé re- 
lations précédentes « on obtient 

a b c 

abc 
Du reste, les égalités r ~ s = ? peuvent se démontrer 

géométriquement par le théorème suivant : 

43. Quand une droite et un plan sont perpendiculaires j 
la projection de la droite sur un plan ^Iconqtie est perpen-- 
diculaireà la trace du plan donné sur ce plan. 

En effTet, le plan qui projette la droite sur le plan des 
xyy par exemple, sera à la fois perpendiculaire à ce plan 
des ocy et au plan donné, qui est perpendiculaire à la 
droite;, il le sera donc aussi à l'intersection de ces deux 
plans, c'est-à-dire à la trace du plan donné; donc cette 
intersection sera, à son tour, perpendiculaire à toute 
droite située dans ce plan projetant, telle que la projec- 
tion de la droite. 

Cela posé, la trace du plan et la projection de la droite 

sur le plan des xtj ont respectivement pour équations 

X y 
Ax-+-By H-D=0 et- = 7: comme elles sont perpendi- 

B a a b 

culaires, on a j- 7=1 ^" T =^ jô' rapport qui serait de 

c 
même égal à p- 

Revenons maintenant à la valeur commune de ces rap- 
ports que nous avons indiqués dans le numéro précédent 

par p5. Comme la droite est parfaitement définie par l'é- 

/*• ji 2 
quation double - = r =.-' on peut supposer à a, 6 et c un 
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facteur commun quelconque qui se retrouve dans p§. 

Ce facteur élan! arbitraire, nous poserons p$ = i. 
Alors Tégalité des rapports revient à a=A, t=B, c=C, 
ce qui permettra de résoudre immédiatement les deux 
questions suivantes : 

Le plan mené d un point donné perpendiculairemetit à une 
droite donnée a pour équation 

a (t— a:j)4-6{y — yi)-+-c(2 — 3,] = 

/ X y z\ 

I les équations de la droite étant - = ^ — - I . 

Et réciproquement la droite menée d'un point donné per- 
pendiculairement à une droite donnée a pour équations . 

X — x' y — y' z — z' 

(l'équation du plan étant Aa^-j-Bj/-}- C2 -1-0 = 0). 
44. Puisque nous avons posé po= i et que déjà 



d'après ce que Ton vient de voir, il en résulte 



«== 



V/A«-hB«-f-C« p 

Ainsi les formules du g 42 donnent 

ABC 

cosjrr= cost/r== , coS3r= .. 

y/A«-|-li«-4-C« VA* + B*4-C» v^A^-hB^-f-C» 

Tels sont les cosinus des angles que fait avec les axes une 
perpendiculaire au plan. 

On retrouve ainsi là relation 

cos* «r-h cos* yr -f- cos* sr = i , 
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qui exprime que ces cosinus sont ceux des angles que 
fait une même droite avec les axes rectangulaires. 

Réciproquement on sait, par la définition de l'angle 
d'une droite et d'un plan, que l'angle d un axe, tel que 
celui des x, est le complément de celui que fait cet axe 
avec la normale au plan. En effet (fig. 3), OR étant per- 
pendiculaire au plan, AR est la projection de OA sur ce 
plan ; donc l'angle cherché est OAR, complément de AOR. 
Par conséquent, les cosinus précédents sont les sinus des 
angles que fait le plan avec les trois' axes. 

45. Avec des axes obliques la méthode est la même, 
mais les relations nécessaires pour qu€^ le plan et la 
droite soient perpendiculaires deviennent plus compli- 
quées, ainsi que la valeur de 8. 

Dans les égalités 



cosa;r 



remplaçons les cosinus parleurs valeurs (g 33), on a 

a-hbcosxy-\-ccosxz b-^acospcy-^ccosyz c-j-acosxz-^-bcosyz 
^ • = B = C =^*- 

Ici encore, comme la droite est complètement détermi- 

X y z 
née par les équations ~ = t = "' nous pouvons supposer 

entre a^ bj c un coefficient arbitraire qui se retrouvera 
dans p8 et dont nous disposerons de manière que pS=l : 
il reste alors : 

A = fl -f- ^cosary-H ccosa:«, B = b-ha cosxy -{-ccosxz, 
C=iC-^acosxZ'^bcosy». 

Connaissant ainsi les coefficients A, B, C de Téquation 



28 GÉOMÉTRIE Ar^ALYTIQUE. 

d'un plan en fonction des constantes a, ft, c de la droite, 
on aura 

c'est-à-dire qu'on pourra mener d'un point donné un 
plan perpendiculaire à une droite donnée. 

Réciproquement, les expressions précédentes donnent, 
en éliminant 

fl «• = A sin* yz-i-B (cos xz coszy — cos xy) -^C [cosxy cos yz — cosxz) , 
6 e* = B sin* ara -+- A (cos xz cos yz — cosxy)-\-C (cos xy cosxz — cos yz), 
c t* = G sin* xy-^k (cosxy cosyz — cosx;») -4- B (coso^cosxa — cosys) , 

en posant, comme nous Tavons déjà fait, 

€* = 1 — cos" yz — cos* xz — cos' a:y -+- 2 cosyz cos xz cos xy. 

Connaissant ainsi a, fr, c en fonction de A, B, C, on 



aura 



X — x' __ y— y " _ z — z\ 
a " b ~ c ' 



c'est-à-dire qu'on pourra mener d*un point donné une per- 
pendiculaire à un plan donné. 

11 faut observer que le coefficient e* disparaîtra de cette 
équation double. 

Voici, du reste, comment il faut faire pour écrire et re- 
tenir les valeurs de ae%etc... Par exemple, dans celle de 
ae*, considérons le terme B (cosxacosyjs — cosoît/) et obser- 
vons que la quantité a qu'il faut déterminer correspond à 
Xy variable que Ton retrouve dans le cosinus isolé qui est 
cosaîi/, et où l'on trouve aussi t/, correspondant à B. 

46. Multipliant par a, fr, c les valeurs de A, B, C et 
ajoutant, on obtient évidemment 

Aa -h B& -f- Ce = a* 4- ^* -4- c* 4- 2 6ccosy« -4- 2 oc cos «2 4- 2 a6 cosicy 

_ a 1 
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d'après ce qu'on a vu. Donc, puisque p5 = 1, on peut ex- 
primer S ou p en fonction de A, B, C. 

Ainsi, quand il s* agit de déterminer, comme au n^ 44, 
les cosinus des angles que fait avec les axes une perpendi- 
culaire au planj on sait (g 13) que Ton a toujours 

cos ar = Aî, cos yr = B J, cos;jr = C^. 

Il suffit donc de remplacer S par sa valeur dans ces 
cosinus qui deviennent les sinus des angles que fait le 
plan avec les axes. En effet, la démonstration faite 
au g 44 ne suppose pas que les axes soient rectangu- 
laires. 

47. Au contraire, il fallait que les axes fassent rectan- 
gulaires, comme nous l'avons rapporté au même numéro, 
pour donner la relation 

cos"xr-hcos'yr-+-cos'2r = i. (g 4) 

Afin d'obtenir, avec des axes obliqurcs, la valeur de 8, 
nous rappellerons de même la relation exprimée au g 34 
entre trois cosinus pour que ces cosinus soient ceux des 
angles qu'une même droite fait avec les axes. 

Dans cette relation, si Ton remplace, pour indiquer que 
cette droite est normale au plan, cosa5r, cosyr, cos^r, par 
Aï, B8, C8, on trouve 

^ i= A* sin« yz + B* sin* xz H- C* sin* icy + 2 BC (cosa^ cos xz — cos yz) 
-4-2 AC (cosxy cosyz — cosa;2] 4- 2 AB (cosxz cosyz — cosxy). 

De là oh tire en effet S, puis les valeurs de cosxr, cosi/r, 
cos^r qui sont constantes, c'est-à-dire indépendantes de 
tout facteur commun à A, B, C et D. 

48. Angle d'une droite el d'un plan (fig. 3). -^ On sait 
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qu'on appelle ainsi celui que fait cette droite avec sa pro- 
jection sur le plan. 

Soit OM = r la droite représentée par 

a b c p* 

et OR=r' la perpendiculaire abaissée sur le plan ABC; il 
s'agit donc de mesurer Tangle (P,d) = OMR qui est celui 
du plan et de la droite ; or cet angle est évidemment le 
complément de l'angle (fy) = MOR de OM avec la normale 
au plan représenté par Ax -i- Bj/ + Q -f- D = 0. 

Ainsi, la question est ramenée à celle de l'angle de 
deux droites. 

49. Si les axes s^oxA rectangulaires^ on sait que les équa- 

X y z 
tions de la normale sont 7 == ô = /^- c'est-à-dire qu'il 

faut poser, dans les formules du §36, a'=A, &' = B, 
c'=C, en même temps qu'on change le cosinus en sinus; 
par conséquent, 

Aa + 66 + Cc 



sin (P,rf) = 



S/(A« H- B« -f- C«) (a«4- ft« -f c*]' 



50. Avec des axes obliqties on a trouvé (g 35) la relation 

/jcosrr' = flCosar'H- fccosyr'-h ccos ir'. 

On sait (§ 48) quecosrr' = sin (P,d). Du reste, on a ob- 
tenu (g 33) l'expression 

Mais aussi, puisque OR est perpendiculaire au plan, nous 
avons (g 13) 

cos xr' = A^', cos yr' = Bi', cossr' = C*'. 

(Ici on écrit ORzzir' au lieu de OR = r.) 
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D'après cela, il reste 

p sin (l»,f/) = o' (Aa H- B6 -h Ce). 

51. Toute la difficulté est donc réduite à l'évaluation 
de la quantités' : or cette quantité a été trouvée (§ 47) 
par la relation 

Ici nous mêlions h' au lieu de S, parce que le plan dont 
il s'agit n'est plus perpendiculaire à la ligne OM. 

En effet, si nous avons obtenu (§46) la relation p3= 1, 
observons que cela supposait le plan auquel se rappor- 
tait 8 et la droite qui correspondait à p, perpendiculaires 
entre eux : ici il n'en est plus de même entre OM et le 
plan perpendiculaire à OR. Aussi le coefficient relatif à ce 
dernier plan s'exprime par S' et non plus par 8, ce qui 
fait voir que le produit de p et de V ne serait plus égal à 
l'unité. 

Enfin^ il est facile de reconnaître que sin (P,d) ne dé- 
pend pas des facteurs communs entre a, b, Cj ni entre A, 
B, C et D. 

52. Comme cas particulier on peut chercher V angle 
d'une droite avec un des plans coordonnés^ par exemple avec 
celui des xy. 

Avec des axes rectangulaires, cela se trouve directement 

z z r 

(fig. 2), car sin MON =- et Ton sait que - = -; donc 

e c 

sinMON =- = 



Avec des axes obliques j l'équation du plan des xy étant 
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s=0, on a A= 0, B=0. Donc, dans Texpression géné- 
rale 

sin (P,«f) = •', 

P 

la quantité entre parenthèses se réduit à Ce. Ensuite la 

Taleur de n (8 47) devient C'sin'xt/; donc 8=;;^-: et 

il reste 

. . c^i — cos*y3 — cos*j:s — cio&^xy + ^cosyzzosxzco&xy 

8ina»v^a*H-6*-hc"H-26ccosya;-h2accosx2-f-2a6cos«y 

Pour avoir, au contraire, V angle d'un plan avec un axe^ 
tel que celui des 2, il suffit, dans les formules du g 51 , 
de faire a = 0, ft = 0. On retombe sur les formules du 
§46. 

53. Angle de deux plans. — Abaissons de l'origine 
des perpendiculaires sur ces plans représentés par 
Aa;4-Bî/H-C«4-D = 0, A'i;+B'y4-C'« + D' = : en 
coupant les plans donnés par les plans de ces perpendicu- 
laires, on formera un quadrilatère ayant deux angles oppo- 
sés droits ; par conséquent, l'angle dont le sommet, placé 
sur l'intersection des plans, est opposé à l'origine, sera 
supplémentaire à l'angle des perpendiculaires. Mais, 
d'après la définition connue, cet angle dont les côtés sont 
perpendiculaires à l'intersection mesure Tangle des 
deux plans : donc soient 

X y z r X y z r* 

a b c p a' b* c' p' 

les équations des deux perpendiculaires, cos rr' sera aussi 
le cosinus de l'angle des plans. 

Avec des axes rectangulaires, on peut poser (§ 45) 
a= A, etc., a'=M, etc., ce qui donne (§ 36) 
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A A' 4- BB' 4- ce 
cos rr'= ^— j_. 

V/(A-* -H B* -h C*) (A'* -h B'« 4- C'=») 

Pour rfdt/x plans perpendiculaires y on a 

AA' -h BB' + ce = 0. 

54. Avec des axes obliques reprenons la formule 

p cos ïT' =acosxr'-^b cosyt* 4- 1- cos zr* (§ 55) 

et posons (§ 13) 

cos xr' = A'*', cosyr' = B'o', ces zr' = C'5', 

il vient 

p cos rr' = o' («A' -f- ^B' -f cO) , 

OU bien 

cos n-' = 55' (rtA' -h ^B' 4- cC), 
1 

puisque p=- (§ 46). Remplaçanta,t et c par leurs valeurs 

■ 

en fonction de A, B, C, d'après les expressions de «s*, &£% 
Ci^ (§45), on obtient 

^^ = A A' sin* yz -h BB'sin^ xs + CC'*iu« xy 

4- (cos ari/ cos a; 5 — cosyz) (nC'4B'C) 
-h (cosary cosyz — cos xz] (AC 4- CA') 
4- (cos xz cosî/î — cosxy) (AB'4- A'B). 

Enfin —se trouve au moyen delà valeur- (g 47) et 
de l'expression analogue de—. La symétrie montre que 



Au' -h B6' 4- Ce' = A'a 4- B'^ -h Ce. 



Si les plans soritperp(?ndicu/air^5, le second membre de 
Tégalitc précédente, égal à — ^r; — » sera nul. 



GÉOH. ANAL. B. ET H. ' 
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•" 55. D'après cela cherchons V angle d'un plan avec un des 
platis coordonnés^ tel que celui des xy : si les axes sont rec- 
tangulaires^ il s'agit de chercher l'angle de Oz avec la 
normale au plan, celle normale ayant pour équations 

T =^ = P car on sait (g 43) que a = A, b=B, c=C. 
Or l'axe des z a pour Équations x=:0, y = 0, d'où 

a' = 0, fr' = 0; donc- = i, et la formule du g 36 

P 

devient 



cosrr = * 



VÏ*TB»HhC« 

Du reste, les angles qu'une droite fait avec son plan et sa 
normale sont évidemment complémentaires ; donc 

8in (P,5) = ^ 



\/A« + B*-hC» 



Tel est le sinus de Vangle d'un plan avec un des axes, 
celui des z, comme on peut le vérifier (§ 32). 

56. Avec des axes obliques, on a (§ 47) - =C'sinirj/, à 

cause de A' = ; B' = ; par la môme raison, le second 
membre de l'égalité du g 54 revient à CC'sin'xj/, et nous 
avons e cos rr^=Ci sinxii, 8 ayant la valeur obtenue 

g 47 : ainsi le cosinus cherché cstCsinj:}/. -• Mais ici, 

comme 0^ n'est plus perpendiculaire au plan des xy, il ne 
faudrait pas croire que cosn*' soit égal à sin (P,^). Pour 
avoir sin(P,i), il faudrait, coriime nous l'avons dit (g 52), 
faire a = 0, fc=0 dans la formule générale du g 51* 
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V. DISTANCE DBS DROITES ET DES PLANS 

57. Distance d'un point à un plan [i\g. 3). — Suppo- 
sons d'abord que le point donné soit l'origine, OR = r 
est la distance de ce point au plan ABC représenté par 
Ajj-f-By H-C5-|-D'=0. (Nous mettons D' au lieu deD 
parce qu'on a changé l'origine.) On a trouvé (§ 13) 

kr Br Cr 

cosa:r= — -j-, cosyr = ---jr-, cos3r= — -g-. 

Or, si l'on suppose d'abord les axes rectangulaires^ on 
a(§4) 

cos^ xr -H cos' yr H- cos* sr = i ; 

donc 

_* — D' 

ce qui donne aussi 

A . n c 

cosaT = -— =r=z, cosyr= - — cos;r=-— » 

V^Â*+B*TG* v^A«+B'^-fC* v/A«-+-B«-fC« 

Ensuite le triangle MOP (fig. 2) donne 

— AD' 



X =: r cosxr = 



A*-+-B«-hC*' 



de mêmet/ii^rcosj/r, 2 = cos:5r; ce sont les coordon- 
nées du pied M de la perpendiculaire. (Nous ren- 
voyons ici à la figure 2 et non plus à la figure 3 où le point 
P ne correspond pas au pied de la perpendiculaire qui 
est ici R, mais au point quelconque M du plan.) 

58. Avec des axes obliques, il suffira d'observer que 
r=— D'S (g 13) et de remplacer l par sa valeur (§ 47). 
Ensuite on a cosaîr=A§, cosi/r = B$, cos2r=fôi 



56 GtOilÉTRlE ANALYTIQUE. 

Pour avoir les coordonnées du pied de la perpendicu- 
aire, soient 

r _ 1/ i r 

a b c p 

les équations de cette droite, on a 

Ions la valeur de a en fonction do A, B, C (g 46), il reste 

— D'5» JAsin*j/3 -l-B (cosarscosy^ — cosxy) 4- C(cosxycosf/5 — cositvs)! 

X= J5 : 

Enfin, transportant et renversant l'expression de^;; 
(§ 47), on a la valeur de x ; on obtiendra de même y eiz. 

r 

59. Revenons à la véritable jwsition du point donné, re- 
présenté par x', 1/', z\ On sait (g 6) que pour revenir à la 
position donnée il faut écrire a; — x', t/ — j/', z — z' h la 
place de x, y clz. 

Or nous avons écrit Ar -h Bj/ h- Cz + D'= pour équa- 
tion du plan après translation à Porigirie; donc 

A a: -♦- By + Cs -f !>'= Xx' + By' + Cz\ 

Mais Tcquation donnée du plan dans sa véritable posi- 
tion élanl At + Bj/ -+- Cs 4- D = 0, on a 

D' + Ax' -f- B?/'-h Cy -f D = 0. 

11 suffit donc, dans les calculs précédents, de poser 

— D'= D -h Aj/H- Bt/:H- Cz\ 

Ainsi, pour les coordonnées du pied de la perpendicu- 
laire, on a, avec des coordonnées rectangulaires ^ * 
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« 

et, pour des coordonnées obliques, 

la valeur de aS' élanl celle dcs§§ 45, 47; on obtiendra 
de môme ;/ et ;5. 

60. Distance iVnn point à une droite (fig. 3). — Avec 

X y z r 
des axes rectangulaires y soient - = '- = - = - les cqua- 

a c p 

s. * 

tions de la droite donnée OR que nous supposons d'abord 
passer par l'origine; et soient jr^ j/^ z^ les coordonnées 
du point donné M : de ce point norus mènerons à la droile 
un plan perpendiculaire dont l'équation (§ 43) sera 

a [x-'Xi) 4- b [y — yi] -h c(3— 2,) = 0,- 

ou bien 

fla: -f % -4- C5 = axi -|- 6t/, -h «j = — D. 

* Soit OM = R; la distimce cherchée MR s'obtient en 
posant _ 

Dans l'équation du plan posons 

ar hr cr 

x = -y y=— , 2 = — 

P P P 

pour le pied du plan sur la droite, l'équalion du plan 
donne 

D= — i ■ — =rp et r*=:--. 



P ■ • f'* 

Par conséquent, on aura 

MR =a:,« + 2/,» + :?r ^,-:^^,qrc8 "' 

ce qui se réduit à 

D ^, , 
Quant aux coordonnées du p\ed^ on a r = » dou 

F 
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aD ,. . 

X = r . ou bien 

P 

Les formules de y et de s sont analogues. 

6|. Avec des axes obliques^ l'équation du plan perpen- 
diculaire mené par le point donné à la droite qui passe 
par 1 origme sera 

A [ar — T,)4- B (»/— y,) -f C (;-3,^ r=0, 

ce qui revient à 

Ax-h Bi/4- C; = —D — Xxi -f- Cj/i + C?, ; 

mais ici (§ 46) 

A =a-^bcosxy -\-cosxz, B= 6-hflC0S.Ti/ + co.?y:-, 
C=zc-^acosxs -^bcosysj 

ce qui donne (fig. 3) avec la formule 

Bu* = US' — ÔR* = R« — r* = R«— D*ô», (g 15) 

en posant OM = R, 

MU* = OTj* -f- î/i* -f- îi* -h 2ï/i3iC0sy3 -h 2 x^Zi cos j:^ -t- 2 a^jj/i cos xy 
\xi(a -4- & cos xy ■+■ ccos J:2)-4-yi (ft-f-a cos xy-^c cos y3)-+-«i(c-»-a cosx24-& cos yz) 1* 
a*-f- fr*-+-c*-+-2&cco5y» -t- 2ac co s a;« 4- 2ai> cos^;;/ 

62. Afin d'obtenir, comme ci-dessus pour les axes rec- 
tangulaires, une expression plus symétrique, nous chasse- 
rons le dénominateur qui est égala p* et nous chercherons 
d'abord, dans le second membre, les termes qui contien- 
nent les carrés des sinus. 

Après avoir mis ces termes de côté, nous chercherons 
ceux qui contiennent encore les carrés x^^, y^, %^, mais 
nous réserveron s^es coefficients de cosinus qui multiplient 
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chacun d'eux. Ensuite, parmi les termes qui restent et qui 
contiennent les rectangles y^z^, x^z^^ et aj^jfp cherchons 
ceux qui présentent les mêmes coefficients de cosinus et 
groupons-les avec le terme correspondant. Nous aurons 
après réductions : 

/s*. MR' =sin'y3 ([>3i — cyi)*-f sin^ors (car, — aî,)« -f sm*xy {0^4— 6xj)« 
+ 2 (cosxy cosxz — cosys) (cxj — as,) {ay^ — bx^) 
4- 2 (cosxycosyz — cos xz) (ayi — 6xj) [bzi — cyi) 
4- 2 [cosxz cosyz — cos xy) [cXi — «s,) [bz^ — qfi) . 

Il reste à diriger la formation des facteurs rectangles. 

Le signe du premier facteur cx^ — az^ étant pris arbi- 
trairement, on formera le second ay^ — bâ;^ , de manière 
que le coefficient commun a ait le signe •+- d'un côté et 
le signe — de l'autre; de même dans le Iroisième facteur 
^ — %, comparé à cxi — az^^ on a 4-c d'un côté 
et — c de l'autre. 

Après cette réduction, il est facile de vérifier q^ue MR 
est nul si le point M est sur la droite donnée OR. 

63. Enfin pour avoir le pied R de MR, ainsi que les 
équations de cette droite, on cherchera x,, t/,, «,en substi- 
tuant les valeurs de A, B, C, que nous venons de rappeler 
dans la formule 

_ a(Aa;4-fBt/,4-C3t)' 
x^ — , 

P 

on a de même j/,, 2, (§ 60) . 

64. Actuellement, et quelle que soit la direction des 
ŒCeSj si le pqint donné par lequel passe la droite, au lieu 
d'être Torigine, avait les coordonnées quelconques x\ y\ 
z', on commencerait, comme on vient de le voir, par y 
transporter Torigine, puis, pour revenir à la position vé- 
ritable, il suffirait (§6) de changer réciproquement x^ 1/, z 
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en a; — a;', j/ — y\ z — z\ Ainsi, dans les formules précé- 
dentes, au lieu de x^^ j/i, z^ et x^, y, Zj, on écrira x^ — x\ 
Vi — !/S «1 — «' et X, — X', î/, — y', z, — a'. 
Si les équations de la droite sont données sous la forme 

(i 
x=mz-\-p^ y=:nz-\-qy on sait (g 20) que -=wi, 

b 

- = n et aussia;' = i), v'=<7î z'=\). 

c . * " * 

65. Distance de deux plans parallèles . — Les équations 
de ces deux plans étant 

Ax 4- By + C3 + D, = 0, Aa: + By -f- Cs + D, = 0, 

les distances de l'origine à ces plans sont i\=D 
fj = D,8 ; donc la différence cherchée est 



1^ 



66. Distance d'une droite à U7i plan parallèle, — Comme 
en écrivant les équations d'une droite on donne un 
point sur cette droite, la question revient à chercher 
la distance d'un point à un plan (g§ 57 et suiv.). 



67. Distance de deux droites (fig. 6). — On demande 
les équations .t = m:5 4- p, y = nz-\-q de la pei^endicu- 

kiire commune à deux droites 
représentées par x=m^z+p\ 
y=n'Z'\-q' et x = m'^z-hp"y 
y=n"z-{-q'^; mais nous com- 
mencerons par chercher, ce 
qui revient au même, la plus 
courte distance de ces droites: 
les calculs sont guidés par la construction élémentaire 
que nous allons reproduire. 




Fig. 6. 



• 
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Par Tune AB des droites données menons BF parallèle 
à l'aulre CD ; d'un point quelconque C de CD abaissons CE 
perpendiculaire sur le plan MN des droites AB et BF;dans 
ce plan, soit EA parallèle à CD et menons le plan ECDA; 
on reconnaît que DA est perpendiculaire à AB et à CD ; 
de plus, cette perpendiculaire commune est la plus courte 
distance des deux droites, car si Ton joint deux points B 
et G, pris à volonté sur chacune d'elles, il est clair que 
BC>CE,etqueCE=DA. 

Ceh posé, comme le plan MN contient les directions de 
ces deux droites, son équation Ax 4- B/y -f- C2 + D = sa- 
tisfera aux conditions suivantes (§28) 

II' — n" m" — m' «"m' — m'//** , 

""Â""" n ~" c * 

en posant dans les égalités de ce paragraphe 

-=m'y -—II' et -r=mr, -=n". 
c' f' c ' c 

On posera donc 

A = fi' — n" , B = m" — m', C = n''m' — w'/m" . 

De plus, comme ce plan contient la droite AB, repré- 
sentée par X = m'z -\-p\ y = n'z -f- q\ son équation sera 
de la forme 

A [x — ;«'î —jy) 4. D (y — n': — q') = 0, 

ce qui donne 

D-f Aj/-fV=0. 

Remplaçant ici A et B par leurs valeurs n' — n" et 
?n" — m', on a la valeur de D. 

11 s'agit donc de chercher la dis lance r du plan MN à 
un point quelconque de la drpite CD, parallèle à ce plan. 



42 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Choisissons le point où CD perce le plan des xij^ et qui a 
pour coordonnées p", q", on a 

r = J (D + A/»* + Bç*) = 0* I (n' - »•) (;/-p^ - (m'- m'') (ç'^ç^) ) . 

C'est la mesure cherchée de la plus courte distance r. 

m 

Du reste, avec désaxes rectangulaires^ on sait (§ 44) q'^e 



5 = 



C« 



\/A«-*-B«-f-C« 

Avec des axes obliques, l'expression de jj (g 49) donne î. 

68. Pour avoir les éiuntions x = ma-|-p, y = n%'\'q 
de DA, nous établirons d'abord que cette droite est per- 
pendiculaire aux deux droites données ; ce qui, avec des 
axes rectangulaires^ donnera les relations 

fwm'-|-Mii' + f=0 et wim* + nn" 4- i=0. (g 40) 

Avec des axes obliques^ on a 

mmf 4- ««' + i -+- cos y» (m -♦- «') "♦" ^^^ a? » (»» -♦- W) + cos xy {mn* -\- ni'n) = 

et 

fnm*-+- nn'H- 1 4- cos y î (ii4- «") H-cos xz[m-^m'')-\-cosxy (mn^-f- m^n) =0. 

(§ 40) 

De la on tirera les valeurs de m et de n. 

69. Ces coefficients étant donc connus, il reste à trou- 
ver p et 9 par la condition que DA rencontre les deux 
droites. 

Alors on a (§ 30) 

m — m' H — w' m — m" n — «"' 

ce qui donne p et 9. 
Les coefficients des équations a: = ma 4- p, y=n«4-9 
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étant maintenant détermin»:s, on pourra trouver les coor- 
données x\ y', z' et x", j/', 2" des poinis où AD rencontre 
AB et CD. 

En calculant la distance de ces deux points, on retrou- 
yeraitla plus courte distance r, mais la méthode du § 67 
est plus simple. ' 

70. Distance de deux droites parallèles. — Il s'agit de 
chercher la distance d'un point d'une droite à sa paral- 
lèle ; la question est donc ramenée à celle de la distance 
d'un point à une droite (§ 60) . 

En effet, par le point donné M, dont les coordonnées 
sont x^, î/p z^ rien n'empôche d'imaginer une parallèle à 
une droite passant par Torigine et représentée par 

rt — 6 c' 

On sait (g 63) ce qu'il faudra faire quand les coordonnées 
primitives de l'origine, au lieu d'être nulles, seront 

x\ y\ z\ 

71. Équation du plan bissecteur de deux autres. — La 
distance r d'un point à un plan, avrc des axes reclangulai- 
res ou obliques (§ 58) et quelle que soit lorigine (§ 59), 
s'exprime par l'égalité 

r -h 5 (D 4- Aa/ -f By' -t- Cî') = 0, 

en indiquant par Axh-Bj/h-C:5 4-D==0 l'équation du 
plan, et para;', y\ z' les coordonnées du point. ^ 
Un autre plan donnera 

mais pour le plan bissecteur r'=:r, et le point en question, 
étant un point quelconque du lieu géométrique cherché, 
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sera indiqué par les coordonnées couranles x, j/, z 
quation du plan bissecteur sera donc 

9 (Xx 4- By -f- Cs + D} = 5' (A't -+- D'y -f C'z 4- C'). 



L'é- 



iri. FORMULES DE TBIGOIVOHËTIIIE SPHËRIQUE (Gg. 7]. 

72. Les formules trigonométriques sont, dans la géo- 
métrie à trois dimensions 
comme dans la géométrie 
plane, une application très- 
importante du principe des 
projections. 

Soit le centre de la sphè- 
re qui contient le triangle 
ABC ; sur un des rayons OC 
soit une distance arbitraire 
OM que nous prendrons pour 
unité de longueur (c*est-à- 
Fig. 7. dire que, pour abréger, nous 

MN\ 
écrirons, par exemple, sin t=MN au lieu de sin &= — i . 

Soit MP perpendiculaire sur le plan BOA el PN, PR per- 
pendiculaires sur OA et OB. 
On a, d'un côté, 

MP = MN sin MNP, ou bien MP= sin b sin A, 

et de l'autre 
donc 




A\ 



MP = MRsinMRP = sinasinB; 
sin & sin A = sin a sin C ; 

d'où Ton conclut par symétrie 

sin a sin b sin c 
sin A sinB sin G' 



LA LIGNE DROITE ET LE PLAX. 45 

73. Reprenons l'expression RP = sinacosB pour la 
faire entrer dans la projeclion du contour ORPN sur 
ON=cos&. On a 

cos b = cosacosc -+- sina cosB sine. 

En effet, PR est perpendiculaire à OR qui fait avec OA 
l'angle BOA = c, ce qui multiplie PR par sine; de plus, 
la projection de la perpendiculaire PN est nulle. 
On en conclul 

„ cosft — cosacosc 

cosB = ; : . 

* nu a sine 

On écrirait de même deux formules analogues. 

74. On peut aussi écrire 

RP = MP cot B 

ou 

RP=cotB&in6*sinA, 

et sur cette même direction RP projetons encore le con- 
tour RONP. Comme RO n'a pas de projeclion, on trouve 

RP = ON sin c — NP cos c, 

car il est facile de voirque, sur la direction RP, la pro- 
jection de NP se retranche de celle de ON. Cela revient à 

col B sin h sin A = cos & sin c — sin b sin A cos c 

ou bien à 

colB sin A = cot bsïnc — siii A cos c. 

On a encore cinq autres expressions symétriques de. 
celle-ci. Du reste, celle formule est peu employée, 

75. La valeur de cosB donne 

1 I co^c^ ^gi"^(fl + fr-f-c)sin|(a + c — f>) 

sinnsinc ' 
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OU bien, en posant a -h 6 H- c = 2p, on écrit 

2sin;jsin(;j — b) 



1 -h cos B = 



■ • 



sinasioc 



et 



/ sinpsin /j— 6) 
cos 4 B = \/ — —' -^~- 



sine 



de même , 



t ^^^p_28in (;;-«) s»n(/>-c} 



sinasmc 



et 



. , „ . /sii 



sjjj ^sin(p — fl)sin(^-c) 



sinasinc 



Donc aussi 



*^ V sin;;sin{;; — b) 



76. Dans l'égalité sinB = 2 sin|B cos ^B, remplaçons 
sin |B et cos J B par les valeurs précédentes, on a ^ 

. p __ V'siiii^sin (p— Ta) sin [p—b) s'm [p—c] 

si 11 U — ^ — - 

sin a sin c 

Du reste on a directement 

sln*B=l— cos*B^ ( ^ — cQs^q) (i - cos-g) - cos^^^-cos-fl cos^c-i-2 cos g cos b cos c 

sin* a sin* c 



ou bien 



sin*B 



',n^r ^' 



sin* a sin* c' 



puisque nous avons posé (§ 34) entre les angles des faces 
d'un trièdre la relation 

€-* = 1 — cos*a — cos*^ — cos*c + 2 cos « cos b cos c. 

Alors 

sin* D _ e* 

sin*è ~" siii*fl sin* 6 sin^' 
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On retrouve donc, par symétrie, la première formule (g 72) 



Puisque 



sinA sinB sinC « 

siiia sin sin c sina sin^ sine' 



sin B = 



on a 



donc 



mil a sin c 



lang B = — 5 ; 



:tangB[cos6- 
:tangA(cosa- 
tang C[cosc- 



•cosacosc) 

-COS6C0S6') 

-cosacos^) 



77. Triangle polaire. — Quand deux triangles sphéri- 
ques sont polaires ou supplémentaires, on sait que clia- 
que angle de Tun est le supplément d'un côté de l'autre. 

La formule du g 72 ne donne rien de nouveau, celles 
du §74 sont feulement interverties, mais celle du § 75 
devient 



cos b == 



cosD H- cos A cos C 
sin A sinC * 



%1I. SUBPACBS ET VOLUnES 



78. Projeclion des surfaces. — La méthode des projec- 
tions sert aussi à évaluer la 
projection d'une surface pla- 
ne sur un plan donné. 

Considérons le triangle ABC 
(fig. 8) et par un de ses som- »" 
mets B un plan A.'ED paral- 
lèle au plan donné pour que 
la projection y soit la même. Prolongeons AC jusqu'à la 




Fig. 8. 
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rcnconlre de ce plan en D; la projection A'BD de ABD a 
pour mesure 

I BD*A'E = ^BD. AEcos E = ABDcosE, 

l'angle E étant celui des deux jAans. De môme 

C'BD = CBDcosE, 

d'où 

A'BC'=ABCcosE 

en retranctiant. Nous appelons E Tangle aigu des deux 
plans. 

Il est clair que ce résultat s'élend à un ensemble de 
triangles, c'est-à-dire a un polygone et, par suite, à une 
courbe plane. 

(Voir g 85 une autre expression de la projection du 
triangle.) 

79. Volume du tétraèdre. — Soient OD, OE, OF (fig. 7) les 
arêtes du télraèdre en question. On sait que ce volume V 
a pour mesure le produit du tiers de la base DOÊ par la 
hauteur, qui est la distance du sommet F à la base; or 
cette distance a pour mesure le produit de l'arête 0F= z 
par le sinus de l'angle ô que fait celle arêle avec la base ; 
donc la hauteur est issinô. Du reste, soit OD=x, OE=j/, 
la base ïiOE = {xys\nxy ; il reste à calculer G. 

Pour cela, prenons sur Oz la dislancc 0M = 1 et abais- 
sons MP perpendiculaire sur le plan xOy, puis PN perpen- 
diculaire sur Ox et PR sur Oy ; on voit que l'angle 
MOP = csl celui de 0:5 avec le plan des xy. Alors 

6 Y =- xtjz sin xy sin 0. 

Puisque OMî= 1 , on a OP = cosO et 0N = cosa;;5; donc 

cos xs = cos cos xV ; 

de même 

OR = cosyz -- cosO cosyP 
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relations auxquelles il faut joindre Pégùlité xP -h j/P =xt/. 
En ajoulant les égalités précédentes, on a donc 

cosxz H- cosyz = cosO (cosa;P H- cosyl') = 2cos9cos ^ xy cos J (2P — yP). 

De lïiême, en retranchant, 

cosxz — cosy j = cos (cosa:P — cosyP) = 2 cos sin| xy sin J (yP — xP) , 

On a donc 

, , -. ,,, cos «s -4- cos 1/3 siiii:n/(cos:r2 4-cosy3) 

cosôcosilxP— yP)= — 5 5 — ^ = — * ^^ . -^ =^'. 

"^ •' ' 2cos|a:y sinxy 

On aura de même 

r ' t, n rx\ coss-ary (cosa» — cos'wa) 

cos ôsin î fwP — xV) = — * ^^ . — ■ 2Li, 

* ^ ' sinxy 

Élevant au carré, ajoutant, réduisant et chassant le 
dénominateur, il vient 

^hi* xy cos*ô = cos' xz H- cos' ys + 2 cosits cosys [sin* *^xy — cos* J- xy) 
= cos'xs 4- cos' y 3 — 2 cosxs cosys cosxy. 

De là on tire 



, 1 — cos*y- — cos*j;5 — cos*a*y 4- 2cosîv cosx-î cos^rv 

siii • = r-3 ■ '- 

sm*xy 



et 



sine = 



sin xy 

Alors 

sin xy sin = 1. 

Maintenant, comme la hauteur abaissée du sommet F 
sur la base a pour mesure 2 sin 0, on a 6V = exj/5. 

80. On peut arriver au même résultat par la trigono- 
métrie sphérique. En effet, CM étant égal à l'unité, on a 

MP = sine)=MRsinR, 

ce qui revient à 

sind = siny3 sinB. 

CÉOM. AXAL. B. ET 11. 4 
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Mais 

COS B = : r-^ ^- y 

sinxy smyz 

ce qui donne sinB et revient à la valeur précédente. 

81. 11 est clair que le volume du parallélipipède con- 
struit sur OD=x, OE=î/, 0F=:2 et l'angle trièdre 
ODEF, a pour mesure e.xyz. 

Donc £ est le volume d^un parallélipipède dont les arêtes, 
prises sur les axes y sont égales à Vunité. 

82. Sinus d*un angle trièdre. — Par comparaison avec 
ce qui se passe dans un triangle, on peut regarder ce 
nombre e comme le sinus de l'angle trièdre formé par 
les coordonnées et écrire sin (xyz) = e. 

Alors 

6 Y = xyz sin [xyz] . 

En effet, e sera égal à 1 pour l'angle trirectangle, 
mais ne dépassera jamais celte valeur, car nous avons 
trouvé ci-dessus 6=sina;y sin 6, ce qui est toujours < 1 , 
excepté quand les angles xy et sont droits. 

83. Seulement la valeur 

e^ = 1 — COS* tjz — COS* xz — COS* a^y 4- 2 cosyz cos xz cosxy 

ne] se prêtant pas au calcul logarithmique, nous allons 
cherchera décomposer cette expression en facteurs. 
Posons 

g« = (n — . cosa;^) [cosxz — n') ±=: — n«' — cos*a;;5-4- cosxz [n 4- n^, 

et comparons cette valeur à celle de e', on a 

fi + »i' = 2 cOs yz cos xy 

et 

««' = eos* yz ■+■ cos* xy^—\=^ cos*i/î — sin* xif . 
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On a donc l'équation 

N* -^ 2 N cosy:5 cos xtj -+- cos^yz — siii' xy = 0, 

d'où 

N = cost/2 cosa;^ dt ^(i — sin*yi) (1 — sinHy) -H sin*xy — 1 -f- sin«y3. 

Ainsi 

n = cos^2 cosxy + smyz siaxy = cos ijyi — xy) 

et 

n' = cosys cosxy — sinyz sinxy = cos {yz H- xy]. 

Maintenant 

cos [yz — xy) — cos xz = 2 sin ^ {yz -i-xz-^xy) sin \ [xy + «3 — yi), 
cosxz — cos [yz ■+■ xy) =*2 sin J (ys H- «s -|- ary) sin J (ya 4- «y — jc^) . 

Donc (1) 

£= 2y^siii*-(yî-|-a.'3-j-a:y) sinj^ys+aîs — xy) sin\{yz-^xy — xz) sin^{xy-hxz — y:]. 

84. Autres expressions du tétraèdre. — Si l'on veut avoir 
V en fonction seulement des arêtes, soient ¥E=x\ 
FD=:j/', ED = :5' les arêtes respectivement opposées à 
OD = a;, OB=j/, 0F=:5 (fig. 7) ; il faudra, dans la for- 
mule 6V=e.xy2, ou bien 

36 V* 

g ^ g = 1 — cos*2/i — cos* xz — - cos*a:y 4- 2cosy3 cosxz co&xyf 
X y z 

remplacer les cosinus par leurs valeurs, c'est-à-dire 
poser 

cos 1/3=^ , etc.. 

85. Pour obtenir le volume du tétraèdre en fonction 
des coordonnées de ses sommets (fig. 9), nous suppose- 
rons d'abord les axes rectangulaires, 

(1) Le sinus de Tangle trièdre, que nous désignons par «, s'indique dans 
plusieurs mémoires par la lettre d. 
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Considérons d'abord la projection ABC de la base sur 
le plan des xy. Nous rappellerons, comme du reste le 
montre la figure, que 

et, réduisant, 

ce qui s'écrit aussi 

2ABC= la:,j/s 





-t—l Z-7 

— Xi4-^ 



^"0 (a:37y») 



--^ V 



;-" 



B(a:î,y2) 



Fig. 9. 

86. Soit D la projection du sommet S sur le plan des 
xy et R le point où SD perce la base MNP (rien n'exige que 
MNP soit parallèle à ABC), et soit RD = Z ; nous observons 
que la portion de tétraèdre SMNR est égale à la différence 
du prisme tronqué SMNDAB et de l'autre prisme tronqué 
RMNDAB. Par un théorème connu, on sait que ces volu- 
mes ont pour mesure 
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et 

donc 

De même 

et 

ajoutant, on a 

ou bien 



ABD.J(ai + 3j^^Z); 



SMNR = iABD(34 — Z). 



SMPR=|ACD(34— Z) 



SNPR = fBCD(«»— Z); 



3V = ABC(34— Z) 



6y = SABC(34— Z). 

Il reste à calculer z^ — Z. 

On a trouvé (g 1 7) l'équation A^x-hB^y'hC^z + J)^=Q 
du plan qui passe par trois points donnés. Ici ces points 
sont M, N, P, et il faut trouver l'inlersection de ce plan avec 
la droite SRD qui a pour équations a; =aî^, y = y^; on a 

or 

CjZ = -D,-.Aja?4-Bj'i/4, 

d'où 

Qj f54— Z) == A4ar4-f.B|y4 + CiS4-|-Di. 

Mais observons (g 17) que 



c.= 



la:, y, 
^^s2/5 



= 2 ABC; 



on a donc 

6V= Aia:4 + B^y^ 4- €1344- D. 

D'après les résultats du g 17, on écrit 

*6V = a:4 

Dans le déterminant total 6 V, le dernier déterminant 
partiel 

1 s s 



i^i^l 




\z^œ^ 




^«i!/i 




^iX^X^ 


^ y» 2a 


+ Î/4 


iz^x^ 


+ 24 


^^iVi 


— 


2/1 2/s 2/3 


1 2/5 -3 




1 253^3 




^^iVs 




S| Z) Ss 



— D = 



2/i2/î2/5 

2j Z) 2S 
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doit contribuer à faire une formule symétrique ; de plus, 
le terme en z^ fait voir qu'on aura le terme 1 x^ y^z^^ ce 
qui permet, d'après la loi connue pour former les déter- 
minants, d'écrire ce total sous la forme ^ 

i a:, iji 3i 

87. Avec des axes obliques ^ il n'y a qu'à multiplier le 
résultat précédent par le sinus des coordonnées (§82), ce 
qui donne l'expression générale 



^yt^é 




^i Vi ^i 




«1 Vi 3l 




«1 Vi «1 


^s^s^s 


— 


^zVi^ 


4- 


x^y%H 


— 


x%y%i% 


^^Va^a 




^aVa^a 




3^42/454 




^aVz^z 



1x42/434 

1x4^434 



= 6V. 



Voir d'autres expressions du volume du tétraèdre dans 
les Nouvelles annales de mathématiques^ 1867, p. 410 et 
suiv. Mémoire de M. Dostor avec notes de M. Gerono. 



¥111. TRANSFOBIHATIOlli DES COORDOIWVËES 

88. Nous avons vu (§5) comment on passait d'une ori- 
gine à une autre en conservant 
les directions des axes; nous 
allons, au contraire, changer les 
directions des axes en conser- 
vant l'origine (fig .10). 
^ Soient OP = fl;, PN = t/, 
NM = is et OP' = a;', ON' = î/', 
N'M = z\ deux systèmes de coor- 
données d'un point M; proje- 
tons-les sur OA perpendiculaire à Ot/ et à Qz : les pro- 




Fig. 10. 
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jections de y et de 2 étant nulles, celle du premier con- 
tour OPNM se réduit à «cosaîA ; on aura donc 

a;cosa; A = x'cos«'A + y'cosy'A -l-s'cosj'A. 

De môme, imaginons OB et OC perpendiculaires aux 
plans des xz et des xy^ on aura 

y cosyB = x'cos 3'B + y'cos y'B ■+■ s'cos »'B 

et 

îCOSîC = ar'cosor'C H- y'cosy'C -j- î'cosj'C. 

89. Si les coordonnées primitives sont rectangulaires, 
les lignes OA, OB, OC ne sont autre chose que Ox, Oy, Oz; 
il reste donc 

X = a:'cosa:'ar H- y' cos î/'a: H- y cos s'a , 
y = x' cos x'ij ■+■ y* cos y^y -h 3' cos s'y, 
3 = r' cos ic'-:- 4- y'cosy'z 4- s' cos z'z . 

Mais il faut (§ 4) y joindre les équations de condition 

ces* afx -h cos* x^y -h cos' x's = 1 , cos* y'a: H- cos* y'y ■+■ ces* y'3 = 1 , 

cos* 2'ar -I- cos* s'y + cos* z'z = i. 

90. Si le second système est aussi rectangulaire, on a 
de plus (g 40) 

cos «a/ cos xy' 4- cosyx'cosyy' 4- cosaîaî'cossy' = 0, 
cos a;a:' cos xz' 4- cosya:' cosya' 4- cos sa;' cos as' = 0, 
cos ary' cos aïs' 4- cosyy' cos yz' 4- cossy'cosss' = 0. 

91. Formules d'Euler (fig. 11). — Dans le cas très-fré- 
quent de deux systèmes rectangulaires, ces six équations 
de condition compliquent beaucoup les calculs. Voici 
comment Euler évite celte difficulté : 

Soit OXy Oj/, Oz Tancien système rectangulaire et Oa/, 
Oj/', O2' le nouveau : on donne Fangle zOz'^^ et les an- 
gles <p et 4/ que font Ox et Ox' avec F intersection ON des 
plans xy et x'y'. Alors 0^ et O2' sont perpendiculaires sur 
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ON ; donc ON étant perpendiculaire au plan zOz' Test aussi 

aux droites Oy" et Ot/"' sui- 
vant lesquelles ce plan coupe 
ceux des xy et des x'if. De 
plus, Ot/" étant dans le plan 
des xt/, l'angle zQy" est droit; 
de môme z'Oy"* est aussi 
droit : donc 

Si nous considérons ON 
comme un axe auxiliaire Ox", 
je dis que nous pourrons passer du système donné x^ g, 
z au système également rectangulaire x", j/", z. On sait 
que Oz est perpendiculaire à Ox" et à Oi/" qui sont dans 
le plan des xy^ de plus nous avons vu que ON ou Ox" était 
perpendiculaire à 0}f qui se trouve dans le plan zQz\ 
Cela posé, puisque a;Oaj" = <p, on aies formules con- 




Fig. 11. 



nues 



X = x" cos 5> — y" sin ç?, y=x'' sin y H- y" cos y . 



Ensuite, du syàlème a;", t/", 2 on passera au système 
rc", î/'", z' qui est encore rectangulaire : en effet, ON ou 
0x1' est perpendiculaire au plan 2O2' qui contient Oz' et 
Ot/'", en même temps que O2' est perpendiculaire à Oj/'" 
qui est contenu dans le plan x'yf , On a donc 

yii _ ymç.Q^ Q — 3' sin 5^ 3 3_ y/// sin 04-3' COS0, 

puisque est, comme nous l'avons vu, l'angle de Oj/" el 
de Oî/'". 

Enfin, du système xl\ 1/"', 2' on passera au second sys- 
tème donné x\ y', z'. L'angle de x" et de xf étant ^, on a 



;?;" — a;' COS ((; — y sin ((;, y'" = a:' sin -^ -f- y' cos f , 
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Substituant et éliminant au moyen de ces trois couples 
d'équation , on trouve 



a: = a;' (cos f cos 'p — sin f sin tf» cos 0) — y' (cos y sin ^/» -f- sin f Qos'.^ft cos^) 

-4- s'sinysinô, 
y^af (sin y cos ip + cos ç> sin ip cos B) + y' (cos y cos f cos — sin f sin ^, 

— ycososinO, 
3 = «' sin i/; sin 9 -H y' cos <f» sin 6 + s'cosfl. 

92. Sectio7i plane d'une surface (ûg.i^). (Nouv. Ami., 
4868, p. 277.) — Un 
plan coupant une sur- 
face donnée, nous * al- 
lons chercher l'équation 
de l'intersection, rap- 
portée h des axes pris 
dans le plan même. 

Le plan donné ABC a 
pour équation 

en représentant par q 
la distance de Torigine 




Fig. tî. 



au plan, et par a, p, y les cosinus de cette distance avec 
les axes donnés (g 11). On sait aussi (g 12) que 



ox=^^, OB = i, oc 

0C p 



9 

•^ 4 

y 



Prenons pour axes des coordonnées, dans le plan, les 
droites CXet CY suivant lesquelles ce plan coupe les plans 
des zx et des zy, et soit M un point du plan qui a pour 
coordonnées, d'un côté ON=x, NP=î/, PiM:=;5, et de 
l'autre CD=;X, CE=Y, on trouve facilement la re- 
lation 



X 

t 



PR 
PH 



OA. 
CÂ' 



rs 
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et comme 






CA* = OA* + oc* — 2 OA. oc cosxz, 


on obtient 


• 




X _ V 



^ ^a* H- y* — 2 «7 cosxz 

OU bien a; = pX en posant 



V 



\/a* -h y' — 2 «y COSXî ' 

de même t/ = p'Y en posant 

, Y 

p — 

V^^' H- V* — 2 jSy C0S^2 ' 

enfin, 

7 

Substituant dans Téquation de la surface ces trois va- 
leurs de x^ de y et de », on a J'équation en X et Y de la 
section cherchée. 

m 

93. Pour achever de déterminer le système des coor- 
données X «t Y, il faut calculer le cosinus de leur angle 
ACB. 

Ici 

-„ CÂ* + CP — ÂB*. 
""'^^= 2CÏXB ' 

et, d'après ce qui précède, on obtient 

pp' ja^-t-y (yCOSa:?/ — ^C0Sa:3 — aCOSJ^s]} 



cos XY= 



V* 



Les formules ne sont pas en défaut, comme semblerait 
l'indiquer la figure, lorsque 9 = 0, c'est-à-dire lorsque le 
plan passe à l'origine ; cela ne change rien aux valeurs 
de p et de p'. 
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94. Dans le cas des coordonnées rectangulaires, il 
reste 

• fi — 



^ V^(«»H-y»)ll3«H-y«) 

De là on tire 



sinXY = 



_ yV/«*4-]8* + Y* _ 



car ici a* 4- P' 4- y'= * (§ *)• 

95. En général, on peut faire, dans le plan sécant, 
toutes les constructions que Ton voudra, par les calculs 
de' la géométrie plane, relativement aux coordonnées X 
et Y. Ensuite, après avoir obtenu un certain résultat, on 
pourra revenir à l'espace en posant, pour les points ainsi 
déterminés, 

X = ?, Y = i(, 

P P 

ce qui donnera une relation entre x et j/, relation que l'on 
joindra à l'équation du plan 

On résoudra ainsi, par exemple, le problème suivant : 
Trouver la bissectrice de deux droites dans respace. 



CHAPITRE I! 



SURFACES ALGÉBRIQUES 



I. IIVTERSECT101V PAS IINB DROITE ET UN PI.iiIV 

96. Supposons que nous ne connaissions pas les for- 
mules de la transformation des coordonnées; nous 
savons toujours néanmoins que les anciennes coordon- 
nées sont exprimées en fonction du premier degré des 
nouvelles, puisque l'équation du plan est toujours du 
premier degré (§ H). 

D'après cela, on peut prouver facilement que le degré 
de r équation d^une surface (g 8) ne change pas par la trans^ 
formation des coordonnées. En effet, ce que nous venons 
de dire montre que le degré n'augmente pas ; ensuite, il 
ne peut pas non plus diminuer, car s'il en était ainsi, il * 
augmenterait, au contraire, en passant des nouvelles 
coordonnées aux anciennes. 

On comprend qu'une surface algébrique est celle dont 
l'équation est algébrique, c'est-à-dire ne contient que les 
puissances entières et positives des coordonnées. 
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97. Une surface de degré m ne peut être rencontrée par 
une droite en plus de m points. 

Cela se voit en prenant cette droite pour un des axes. 

Une surface de degré m ne peut être coupée par un plan 
suivant une courbe de degré supérieur à m. 

Cela se voit en prenant ce plan pour un des plans coor^ 
donnés. 

II. PLAIV TANGENT 

98. Tangentes aux courbes. — Avant de définir le plan 
tangent à une surface, il faut revenir sur la définition de 
la tangente à une courbe. 

D'abord, s'il s'agit d'une courbe plane, nous savons 
que la tangente à un point quelconque de la courbe est la 
limite des positions que prend une sécante passant par ce 
point et townant dans le plan de la courbe jusqu'à passer 
par le point infiniment voisin. 

Si la courbe est jfaMc/i^ou à double courbure, nous pren- 
drons, de part et d'autre du point donné, deux points in- 
finiment voisins, et nous appellerons p/an osculateur celai 
de ces trois points. Dès lors la définition précédente sub- 
sistera en remplaçant ces mots : dans le plan de la courbe, 
par ceux-ci : dans le plan osculateur à la courbe. 

« 

99. Définition et équation du plan tangent. — Cela posé, 
on appelle plan tangent en un point d'une surface, le lieu 
géométrique (les tangentes menées aux courbes tracées par ce 
point sur la surface. 

Mais il est clair que cette définition suppose qu'on 
ait établi, par une démonstralion préalable, que ce lieu 
est un plan. 
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Voici comment ce théorème se démontre pour une sur- 
face algébrique : 

Soit /*(a;, y, «) = une équation de cette nature, et 
Ax*î/*2P un terme quelconque de cette équation. Considé- 
rons sur cette surface deux points très-voisins ayant pour 
coordonnées a/, y', %\ et a^, y", t^ ; la droite qui joint ces 
points a pour équations : 

Ces deux points étant sur une des courbes tracées sur 
la surface, la sécante en question est dans le plan de cette 
courbe ou, du moins, dans son plan osculateur : cette 
sécante tendra vers la tangente, quand le point a.";/" ;s" 
tendra vers le point x'%j'^. 

Tout revient donc à chercher les limites des quantités 

x* — xf î/' — tf 

Nous avons identiquement : 

H- A [x'^y'^z''P — x'^ if^z"? ) 
+ k{x^y"^z''P—x''^y''^z"P) 

= A { a;''"»/"» (3'P — z"p)'h af^z^P (y^— t/"*) 4- y"^ z"? (a;"» —a/"») j 

^X'^Z^Piyfn-l^yfn-iij" ^ , ,,-^yfyi'H-i^yffn-i) ^ 

Ainsi la différence /*(x', j/', «') — f(sf\ j/", 2") se compo- 
sera d'une série de termes analogues à celui que nous ve- 
nons d'écrire et qui auront tous z' — 2" pour facteur com- 
mun. Mais, comme les deux points sont sur la surface, 
cette différence sera nulle, puisque 

(a:', y', ;»') = 0, f[x",y''^z")=0; 
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donc, cette série de termes étant nulle, on pourra suppri- 
mer ce facteur 7! — »" et égaler à zéro le développement 
dont nous avons écrit un terme. 

Cherchons maintenant la limite de ce résultat. Quand 
ic" î/*' ;&" tendent vers %' y' %\ il tend vers 

c'est-à-dire que la limite se compose de la dérivée du 
terme Ax'"* j/'" z'^ prise relativement à 2', de la dérivée de 
ce même terme, prise par iiapport à xj' et multipliée par 
P' ; puis, enfin, de la dérivée prise par rapport à x' et 
multipliée par a! : a', P' désignant les limites de a et p. 

Comme il en sera de même pour tous les termes de 
l'équation de la surface, nous aurons comme résultat 
final 



Mais on a aussi 




, x—x' 
a'— >, 





Xy y ci z désignant les coordonnées courantes de la 
tangente ; ce seront donc celles du lieu géométrique de 
toutes ces tangentes. Par conséquent ce lieu a pour 
équation 

Dx» (a;— x') -f D ' (y— 1/') 4- Dz- (3— y) = ; 

on voit donc que c'est un plan. 

[Souvent, au lieu de D;^., D^r, D^», on écrit f'(x'), f (j/'), 

100. Cette équation se met sous la (orme 
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et nous allons montrer que le degré du second membre 
est toujours inférieur, au moins d'une unité, au degré de 
Tèquation de la surface. 

En effet, supposons, comme on peut toujours le faire, 
que Ax'"* y'* 2'' soit un des termes de plus haut degré de 
l'équation, dont le degré sera alors m-hn-^p. Les déri- 
vés de ce terme, comme en l'a déjà vu, sont 

et 

donc> si on léfe multiplie respectivement par x', y', z' et 
qu'on les ajoute, comme on le fait au second membre, on 
aura 

La même chose arrivera pour Tensemble des termes de 
plus haute puissance m-^n -f-p, et comme cet ensemble 
s'exprime, au moyen de l'équation /*(x',î/',2') = 0, en 
fonction des termes de degré inférieur, le théorème est 
démontré. 

On effectue aussi la même réduction par le théorème 
connu relatif à une fonction homogène t: (x, j/,*) du de- 
gré m : 

xDxr: + y^yf -h sD 471 = mn. 

101. L'équation de la surface pouvant toujours se met- 
tre sous la former = ç (x, j/), si l'on prend les dérivés de 
^ (x, j/) — 2=0, la dérivée relative à 2 est — \. 

Du reste, comme % ne donne rien dans les dérivées re- 
latives à x' et à y\ on voit que celles-ci sont uniquement 
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prises par rapport à la fonction 9. 11 reste alors, en indi- 
quant ces dernières dérivées parp et g, 

En identifiant cette équation avec 

Dx» {X— a:') -+- D^ [y —y') + D,' (s — «') = 0, 

équation du plan tangent à la même surface, quand elle 
était représentée plus généralement par f(x^ y, a;) =0 (fin 
du § 99) , on voit que 

Djf Dm' 

102. Tout cela suppose que'Jes rapports 

x'^x" ,_ y^— y^ 

aient des valeurs uniques et déterminés à la limite où 
ils se présentent sous la forme j.* 

Cela est vrai en général, mais il y a exception pour 
certains points particuliers ; on peut le voit par la théo- 
rie des tangentes. \ 

En efTet, les équations 

«— a;'=a(3— 3'), y— y'= |3 (s — s') 

d'une tangente à une courbe tracée sur la surface sont 
celles des projections de cette tangente sur les plans des 
xz et' des yz. Or nous devons remarquer que la projec- 
tion d'une tangente à une courbe est tangente à la projection 
de cette courbe^ car la réunion de deux points en un 
seul a nécessairement lieu d'un côté en même temps que 
de l'autre. 
Ainsi, quand nous aurons pour les valeurs a et ^, ou 

6É0H. ANAL. B. ET H. 5 
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seulement pour Tune d'elles, relativement à une certaine 
direction du plan osculateur de la courbe, une valeur 
multiple, le calcul du g 99 sera en défaut. 

103. Du reste, on sait que a ou ^ ne pourrait avoir de 
valeur réellement indéterminée qu'en un point conjugué, 
c'est-à-dire isolé. 

104. Mais il faut que le calcul du g 99 avertisse par 
lui-même de l'impossibilité, car il ne doit pas être néces- 
saire de considérer une section plutôt qu'une autre. Or 
cela ne peut arriver que si l'équation générale du plan 
tangent devient illusoire pour x', y\ 2', ce qui exige que 
Ton aitD^==0, D^=0, D^=0. 

On lèverait cette indétermination par des calculs ana- 
logues à ceux que l'on emploie pour les tangentes aux 
points multiples des courbes planes. Nous ne nous y ar- 
rêterons pas ; seulement nous ferons observer que cette 
indétermination peut tenir à des plans tangents multiples 
au même point. 

Considérons, par exemple, la courbe qu'on appelle 
folium de Descartes et qui a pour équation 

on sait que l'origine est un point double où les deux axes 
sont tangents. Mais si nous imaginons que cette équation 
ne représente pas seulement une courbe dans le plan des 
xtjj mais le cylindre qui a cette courbe pour base et dont 
les génératrices sont parallèles à l'axe des;5, il est évident 
que cet axe, c'est-à-dire la génératrice qui passe par l'ori- 
gine, sera l'intersection de deux plans tangents qui passe^ 
ront par Ox et Oj;. 
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105. Cependant il peut aussi arriver que, pour cer- 
tains points particuliers, Tensemble des tangentes à 
toutes les courbes tracées sur la surface par le point 
donné soit une surface courbe et non un plan. 

Soit OA (fig. 1 3) un arc de cercle ou d'une courbe quel- 
conque, OT sa tangente en et 
OM une droite quelconque dans 
le même plan. Si nous faisons 
tourner cette figure autour de 
OM comme axe, Tare OA engen- 
drera une surface de révolution 
AOA' et OT engendrera de même 
le cône droit TOT'. Or il est clair que ce cône sera le lieu 
des tangentes menées par le point saillant à toutes les 
positions de cet arc dans sa rotation. 

106. Voici comment Cauchy établit que le lieu des 
tangentes est en général un plan, la surface étant ou 
non algébrique. 

Par le point x, j/, 2 de la surface F (x, y, z) = 0, faisons 
passer une autre surface <f(x,y^z) = 0. Elles détermi- 
nent par leur intersection une courbe. Les équations de 
de la tangente à cette courbe sont 

X — x^=])zx.[Z — z), 

Pour trouver les dérivées D,a;, D^t/, remarquons que x 
et y sont des fonctions implicites de z données par les 
équations F =0,. <p=0. Nous aurons donc 

D«<p .Dj a; + Dtf 9 ^2 î/ + Dz ç> = 0. 

Nous pourrions tirer de ces deux dernières équations 
DiJî, D,i/ et les reporter dans les deux premières; mais 
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cette opération revient à éliminer D,a;, D^y entre ces 
quatre équations. Nous obtiendrons donc aussi les équa- 
tions de la tangente en tirant des deux premières D^x, 
Djj/ et les portant dans les deux dernières. Cette opéra- 
tion nous conduit aux équations : 

DxF. (X— «) 4-D|f F. (Y--2/) + ï>î F. (Z--! = 0. 

Chacune d'elles représente un plan, et le premier de 
ces plans ne dépend pas de la surface auxiliaire 9> = ; 
donc, si D,F, D^F, D,F ne sont pas identiquement nuls au 
point considéré^ toutes les tangentes aux diverses courbes 
tracées sur la surface par ce point sont dans un même plan^ 
que Ton nommera plan tangent. 

107. La perpendiculaire menée du point de contact sur 
le plan tangent s'appelle normale à la surface. 

m. COKTACTS DE DIWEESES NATURES 

108. Le plan tangent peut n'avoir qu'un seul point 
commun avec la surface, c'est-à-dire le point de contact : 
c'est ce que l'on voit dans la sphère et dans beaucoup 
d'autres surfaces que l'on appelle non réglées. 

On les appelle ainsi par comparaison avec celles que 
l'on appelle réglées^ parce que Ton peut, par un quelcon- 
que de leurs points, faire passer au moins une droite qui 
leur appartienne tout entière. 

Parmi les surfaces réglées, il faut surtout considérer les 
surfaces développables^ ainsi nommées parce qu'elles peu- 
vent se développer sur un plan sans duplicature ni dé- 
chirure. Nous avons un exemple de ce genre de surfaces 
dans les cônes, où la jfeWrfl^rice s'appuie toujours sur une 
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ligne appelée directrice^ en passant toujours par un même 
point que Ton nomme sommet. 

Si le sommet est à l'infini, les génératrices sont parai- 
lèles et le cône devient un cylindre. 

Dans une surface développable quelconque, le contact a 
lieu tout le long d'une génératrice, c'est-à-dire que le plan 
tangent est le même pour tous les points de cette droite. 

On appelle surface gauche toute surface réglée qui n'est 
pas développable ; nous en verrons des exemples parmi 
les surfaces du second degré. 

Ici la position du plan tangent est moins facile à con- 
cevoir ; ce plan contient les droites tracées sur la surface 
par le point de contact, mais sa position varie à chaque 
point d'une de ces droites. 

Nous verrons aux gg 112 et 113 que le plan tangent à 
une surface gauche a deux droites communes avec la sur^ 
face, ces droites concourant au point de contact, 

I¥. COCBBVIUS DES SURFACES (1) 

109*. Indicatrice. — Avant de définir la courbe que Ton 
appelle ainsi relativement à un point quelconque d'une 
surface représentée par ;5= 9 (a;, j/), considérons ce que 
devient cette équation si l'on ajoute aux coordonnées x\ 
j/', z' du point dé contact des quantités très-petites Aa:, 
Ay, Az. L'accroissement Az doit être nul en même temps 
que Ax et aj/ ; de plus, ces quantités étant très-petites, 
nous négligerons les puissances de Ax et de Aj/ supérieu- 
res au second degré, et nous écrirons 

r t 

(1) Ceux des numéros de cet article qui portent un astérisque (*) peuvent 
être passés à une première lecture. 
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Nous donnons aux coefficients de ax et de ^y les mêmes 
valeurs que dans Tëquation du plan tangent (g 102). 
En effet, cette équation 



quand on y pose z=^^+^^%^ x=x' -4- ajjl, j; =î/' H- ai/ 
dans l'espace infinitésimal où le plan se confond sensi- 
blement avec la surface, donne alors 

c'est à cela qu'on doit arriver aussi en négligeant les 
termes du second degré dans le développement relatif à 
la surface. 

HO*. Nous avons déjà vu (§ 101) que, par rapport à 
l'équation 2 = ç (a;, j/), p et q étaient les dérivées de 9 ou 
de z relatives à a:'' et t/', ce qui, dans les notations du calcul 
différentiel, s'écrit 

dz dz 

On reconnaît aussi que 

_ç[p__^ __dp _dq _ d*z é_à^ _^ 
'~~dx~~dx*^ ^ dy~ di~~ dœdy* ~dy~~dïj*' 

pour les mêmes valeurs x' et t/'. 

111*. Nous appellerons, avec M. Ch. Dupin, indicatrice 
en un point d'une surface, la section de cette surface par 
un plan parallèle au plan tangent et mené à une distance 
très-petite Az du point de contact. Il est clair que Tindi- 
catrice se projettera égale à elle-même sur le plan tan- 
gent : nous prendrons ce plan pour celui des xy, et la 
normale pour axe des z. Alors x'=0, y'=0. 



x 
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La section ainsi définie peut souvent être d'un degré 
supérieur au second. Mais, quel que soit le degré de la 
surface, nous négligerons les termes du troisième ordre 
et au-dessus. 

Déplus, je dis que nous aurons p = 0, 9 = 0, carie 
plan tangent à l'origine a pour équation z=0, puisqu'on 
le prend, comme nous l'avons dit, pour celui des xy. 

Par conséquent, le résultat du g 109 revient à 

112*. Ainsi, Tindicatrice sera^ représentée par les équa- 
tions 

3= As, 2 As = ra;» 4- 2 «a:y -4- /y*. 

Il en résulte que le centre de la projection est à l'ori- 
gine ; donc celui de la "courbe est sur la normale. 

Ainsi, grâce à la restriction indiquée, consistant à ne 
pas considérer de termes en x et y supérieurs au second 
ordre, l'indicatrice est .une conique qui sera une ellipse 

ou une hyperbole, suivant que s* — ri ^ 0. Si s* — rt = 0, 

on voit facilement qu'elle se réduit à deux droites parai- 
lèles extrêmement voisines. On comprend alors qu une 
bande de la surface s'applique sur le plan tangent, ce 
qui ne peut avoir lieu que pour les surfaces développables. 

113*. Dans le cas de l'ellipse, si l'on change le signe de 
àZy l'indicatrice devient imaginaire, ce qui montre que, 
pour une surface de cette nature, la surface n'existe que 
d*un seul côté du plan tangent. En même temps, Az:=One 
donne que le point de contact commun entre le plan et la 
surface. 

Au contraire, dans le cas de l'hyperbole, on reconnaît 
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que le changement de signe de àz donne une hyperbole 
conjuguée de la première. Par conséquent, la surface a des 
points de part et d'autre du plan tangent qui semble ainsi 
la couper; d^autant plus que Az=0 donne deux droites 
communes au plan tangent et à lasurface^ et qui concourent 
au point de contact. 

Ce qui précède s'applique donc aux surfaces réglées 
(g 108), du moins à celles qui sont gauches, car nous 
venons de voir au paragraphe précédent ce qui arrivait 
pour les surfaces développables. 

114*. Rayons de courbure (fig. 14). — Soit M un point 

d'une surface, MO la normale 
A»=S et APB la conique indi- 
catrice dont le centre est en 0. 
Prenons sur cette courbe un 
point quelconque P et menons 
la section normale MOP : la por- 
tion très-petite MP de cette sec- 
tion pourra être considérée 
comme un arc de cercle dont le rayon p est le rayon de 
courbure de cette section; si môme on considère la 
corde MP, très-peu différente de cet arc, on aura 




OU 






Mais comme 



M1»'=5« + 0P*, 



on voit que le maximum ou le minimum de p correspond 
au maximum ou au minimum de OP, c'est-à-dire aux axes 
OA et OB de l'indicalrice. Soient donc R^ et R, les deux 
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valeurs limites de p pour les sections normales qui pas- 
sent par ces axes, on les appelle les rayons de courbure de 
la surface au point M. 

Ces sections s'appellent des sections principales ; il est 
clair que leurs plans sont perpendiculaires. 

115^. On appelle otn&i/tc^ les points pour lesquels R^ et 
R, sont égaux et de même signe : alors Tellipse indicatrice 
devient un cercle. 

n résulte de là que les surfaces gauches (§ H3) n'ont 
pas d'ombilics, du moins réels, puisque l'indicatrice, qui 
est alors une hyperbole, a pour limite deux droites qui 
se coupent. Cela n'empêche pas toujours ces surfaces d'a- 
voir des sections circulaires. 

H6*. Théorème d^Euler. — La relation générale 
ÔP' == 2 p3 — S* que nous venons de trouver peut même 
s'écrire ÔP* = 2 pS en négligeant le carré de 8, qui est très- 
petit relativement à 2 pS. Donc, pour les axes de l'in- 
dicatrice, 

ce qui montre que R^ et R, sont de même signe ou de 
signe contraire, suivant que l'indicatrice est une ellipse 
ou une hyperbole. 

Mais l'angle AOP = ç d'une section normale et d'une 
section principale donne, par une formule connue, 

Remplaçons a* et b^ par les valeurs précédentes, 8 dispa- 
raît et il reste 

RjRj = ^(RjSin'f -I-Bscos'^), '. ; . - , . 
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ce qui revient à 

i cos*y gin* y . 

^ Kl R, 

c'est le théorème d'Euler. 

117*. Soient donc p^ , p, les rayons de courbure de deux 
sections normales perpendiculaires, on a évidemment 

118*. Généralisation du résultat précédent. — Soient p^ 
Pi9 Ps*«'9 P») ^ rayons de courbure de sections normales 
menées à des intervalles angulaires égaux (i>, de sorte que 
no) = 560, il faut prouver que Ton a 

i /i 1 1 1\ 4/1 i\ 

Soit a Tangle de p^ avec R^, les valeurs successives de 9 
dans la formule d'Euler seront 

«} «+«, a-f-S», a+9w» • •• » a-4-(w— l)ûï 

et cette formule donne 



1 h— -t-^'-H — n^ ^ p^» 

pi Pt pi />« «i "« 



en posant 



2 = cos*«H-cos'(«-4-«)-4-cos«(a-|-2w)-t-....4-COâ* (a-hw — loa), 
2'=sin* a -4-sin' (« -f- w) 4- sin* (a H- 2«) -4- .... + sin* (a 4- n — 1 «). 

Comme 

, cos2a4-l •, , \ cos2{a4-«)4-i 
cos« a = g , cos« (« -4- «) = i— g — ^ , etc. . . , 

on a 



2s =n4-cos2 a -4- cos2 («4- w) -♦-.... + cos 2 (« + n •— 1 w). 
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De même, les relations 

. - \ — cos^ . - , , . 1 — COS^(a 4- w) .^ 

sin* a = ô"*^» ^^^ (« -4- ») = g^ '* etc... , 

donneront 



2 2' = n — cos 2a — cos 2 (a -h «) — .... — cos 2 (fl 4- n — 1 w). 

Il s'agit donc de trouver la somme de ces derniers co- 
sinus. 
Pour cela, prenons la formule 



_ sin [ojf 4- «) — sin (j> ^ «) 

0) 



^ — 2 sm 



et remplaçons-y ^ successivement par 

2a, 2(«-4- w) ....2(«-4-«— i«), 



«nous avons 



cos 2a = s'n(2a4-«) — sin(2« — ft>) 

2 sin w ' 

o, . . sin(2a4-5ft») — sin (2a 4- w) 

cos 2 a 4- w) = K^. ■ i 

^ ' 2 sin u 

ai .o \ sin(2a4-5«) — sin(2a4-5«) 

cos2 a4-2w = i ^. ^ • 

^ ' 2 sin 6) 



T , sin(2a4-2w— 1 w) — sin(2a4-2n— 3w) 

cos2 a4- n— 1 w) = ^ ^^- ^ '* 

Ajoutant et réduisant, le second membre devient 



sm(2a4-2n — i w)— sin(2a — «) cos(2a 4-»— i«)sinnû» ^ 
sinu 2sinw 

car 

nw=:560. 

Donc, la somme de ces cosinus étant nulle, il reste 

ce qui démontre la proposition. 
Ce théorème a été énoncé par M. Babinet. 
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119*. Théorème de Meusnier (fig. 14). — Dans le plan 
MOP d'une section normale dont p est le rayon de cour 
bure, soit MT la tangente à cette section au point M ; par 
MT menons une section oblique MHR, nous indiquerons 
par p' son rayon de courbure et par 9 l'angle de son plan 
avec la section normale, on aura 

c'est le théorème qu'il s'agit de démontrer. 

Comme MT est sur le plan tangent parallèle à celui de 
l'indicatrice, cette tangente commune aux deux sections 
est parallèle aux traces OP, HR qu'elles laisseront sur ce 
plan AOB. Soit OH perpendiculaire commune à ces traces, 
on voit, par le théorème des trois perpendiculaires, que 
MH est aussi perpendiculaire à HR ; donc l'angle HMO est 
l'angle o des deux sections. 

Cela posé, on aura 

de même qu'on a eu 



donc 



MP*=2/».M0; 



p^^îr MO 



Le triangle MOH donne déjà 

gg=COS«; 

CTFt 

il reste à faire voir que le rapport =j peut, sans erreur 

PM 

sensible, êlre considéré comme égal à l'unité. 

Pour cela, observons que 

MR* = MP* -+■ SP — î MP.RP cos MPR, 
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ou 

Remarquons aussi que 

OH = RP sin RPO = OM sin = Ë£^£iîL?. 

Par conséquent, 

RP MP sin e 



HV 2 p sin RPO 

Il en résulte que, pour MP extrêmement petit, le rapport 
vjTp est aussi extrêmement petit ; on peut donc le négliger, 

. . ÏÏP* 
ainsi que =:, à plus forte raison. Il reste donc 
MP 

— = cos 6. 

P 

120*. Mesure de la courbure. — Avant d*arriver à la défi- 
nition de la courbure des surfaces, nous rappellerons ce 
qui est connu pour les lignes planes ou à double cour- 
bure. A droite et à gauche du point M, pris pour point de 
8&ntact, on porte des distances extrêmement petites, Mw 
et Mm'. Les perpendiculaires élevées au milieu des élé- 
ments Mm et Mm' se coupent en un point 0, centre de 
courbure au point M delà ligne donnée ; le rayon de cour- 
bure est OM=p. La figure indiquée (mais nqn tracée) 
étant prise dans le plan de la ligne ou dans son plan oscu- 
lateur, on définit la courbure comme étant inversement 
proportionnelle^ en ce point M, au rayon de courbure p que 
nous y avons défini : ainsi, cette courbure en ce point 

, . 1 

s exprime par-. 

Une définition est toujours plus ou moins arbitraire, 
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sauf à se conformer autant que possible à l'idée juste, 
mais souvent assez vague, que tout le monde se fait de 
l'objet défini ; or c'est l'avantage que nous trouvons à la 
définition précédente, car il en résulte que la ligne droite 
est la seule dont la courbure soit nulle en tous ses points ; 
en effet, c'est là une idée toute naturelle. 

De même, on est porté à admettre qu'une surface ne 
doit avoir une courbure nulle en tous ses points que si elle 
est plane. Cependant les deux expressions proposées jus- 
qu'à présent pour définir et mesurer la courbure des sur- 
faces ne satisfont pas à cette condition. 

11 

Ainsi, la mesure g" ^"fr» proposée par mademoiselle 

Sophie Germain, donnerait une courbure nulle pour tous 
les points des surfaces gauches où Ton aurait 

R, = -R,. 

Néanmoins nous pouvons signaler, relativement à 
cette expression, un théorème dû à M. Babinet. 

1 1 

L expression 5" ~^ 5" ^^^ proportionnelle au vohme extrê- 
mement petit contenu entre une surface^ son plan tangent 
et les perpendiculaires abaissées des points de rindicatrice 
sur ce plan tangent. 

Soit (flg. 15) le point de contact et CO=p le rayonne 
courbure d'une section normale. Sur la normale, soit la 
hauteur extrêmement petile OH=S; puis menons HM 
perpendiculaire jusqu'à la rencontre de la circonférence 
de rayon p, nous poserons HM= a?. D'ailleurs 

négligeant 8% il reste 
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Le cylindre ayant pour hauteur 8 et a: pour rayon de 
la base aurait pour volume 



a:' 



'^'^'- 2;;* 




Mais cotisidérons le cylindre dont le rayon est x 
a pour volume 



dx; il 



ou 



TT (« -f dx)*. 



w {«*-!- 2 (/.r). 



x*-^2dx 



en négligeant cfec*. Donc la différence de ces volumes est 

. , a;* SîTic' , 
Aitxdx, TT- = dx : 

2p p 

c'est l'espace annulaire décrit par l'intervalle fiN avec la 
hauteur"^. 

Seulement, comme il ne s'agit pas d une sphère, le 
rayon de courbure p ne convient pas à toute la rotation, 
mais seulement à un angle infiniment petit do. L'élément 
angulaire du volume sera donc 



x^ 



dxdf, 
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et nous allons l'intégrer au moyen du théorème d'Euler, 
qui donne 

Ainsi, p ne dépendant que de ?, sera considéré comme 
une constante quand il s'agira d'intégrer, par rapport à 
x, la différentielle double 

"- dxdf ; 
il est clair que 

/' — dxd^=j- do, 
p *P 

Ici e est une* valeur de x qui est encore exlrômement 
petite. 
Il reste à chercher 

L'intégration, partant de ^ = 0, suppose que Ox est dans 
le plan d'une section normale principale ; on va jusqu'à 
2x pour avoir la circonférence complète. 
En intégrant par parties, on trouve 

/ cos* ç></ç) = sin ç cos y -f- / sin* fd^. 

Mais comme 

cos*9 = l — sia*y, 



on a aussi 



/ cos* ffdif=f — / sin*9 c/y. 



Ajoutant ces deux expressions, on a 



2 / cos* çj f/y = o -H sin ^ cos y ; 
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au contraire, en les retranchant, il vient 
Donc 

Mais comme 

sinO = et sinf'7r = 0, 

la seconde partie disparait et il reste 
et l'intégrale complète est 

ce qui démontre le théorème. 

D'ailleurs, ce théorème ne se comprend que si l'indi- 
catrice est une ellipse, c'est-à-dire si la surface n'est pas 
réglée. 

1 

121*. La mesure ^ô-^- proposée par Gauss pour la cour- 
bure d'une surface donnerait une courbure constamment 
nulle pour tous les points d'une surface développable 
quelconque, puisque l'une des sections principales est 
alors une droite. 

Cependant on peut voir comment M. Cournot (Traité 

1 

des fonctions^ n"* 295) cherche à établir le résultat ^^' 

En effet, rien n'empêche de l'appliquer aux surfaces non 
réglées, mais Ton voit que cette expression, de môme 
que la précédente, ne s'applique pas aux surfaces ré- 
glées. 

6 



L 
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122*. Nous allons donc exposer, d'après l'indication 
de M. Roger (Comptes rendus de r Académie des sciences^ 
15 février 1869), une mélhode qui convient à toutes les 
surfaces. 

Autour d'un point M de la surface donnée, concevons 
une infinité de sections normales, prises à partir d'une 
section principale ; nous indiquerons par do Tangle infi- 
nitésimal qui sépare chacune d'elles de la suivante. 

Sur chaque section dont nous indiquerofis par p le rayon 
de courbure en iM, rayon qui est variable avec l'angle 9, 
nous prendrons, à partir de M, un arc extrômcmenl petit 

dans une proportion constante avec-, c'est-à-dire avec 

la courbure de cette section. 

L'ensemble de tous les secteurs infinitésimaux ainsi dé- 
terminés sur la surface y formera une superficie dont nous 
prendrons la mesure pour celle de la courbure au point M. 

123*. Le contour qui termine cette superficie infinitési- 
male, étant très-voisin du plan tangent, aura quelque ana- 
logie avec l'indicatrice ; mais ces deux courbes ne se con- 
fondront sur un même plan que si R4=Rj, c'est-à-dire si 
le point M est un ombilic. 

Si l'indicatrice est une ellipse, jl est facile de recon- 
naître que le contour en question est une calotte ellipti- 
que, ayant seulement sa plus grande et sa plus petite di- 
mension disposées en sens inverse de ce qui a lieu pour 
l'indicatrice. Cela tient à ce que R^ et R,, d'un côté, cor- 

1 1 

respondenl 35- et ^deTautre. 

K, R, 

124*. Mais, dans le cas non moins général où l'indica- 
trice est une hyperbole ou plutôt l'ensemble de deux hy- 
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perboles conjuguées, les signes difîérents deR^ et B, mon- 
trent qu'il faut porter les quantités inverses des rayons 
de courbure tantôt d'un côté, tantôt de l'autre, du plan 
tangent. Alors on reconnaît que le contour tracé sur la 
surface présente à peu près l'apparence de l'hélice d'un 
bateau à vapeur. Pour le cas des surfaces développables, 
la courbe ressemble au chiffre 8. 



125*. Quoi qu'il en soit, la superficie limitée par ce con- 
tour est toujours finie. Pour en avoir une mesuVé qui 
évidemment ne pourra en différer sensiblement, nous la 
remplacerons parcelle qu'on obtient en portant lesquar- 

1 
tités inverses de -sur le plan tangent en M. 

La figure ainsi obtenue pour les surfaces réglées 
(fig. 16) représente un trèfle 
à quatre feuilles et il est clair 
que les tangentes centrales 
correspondent aux asympto- 
tes de l'indicatrice, puisque 
l'infini dans une courbe donne 
zéro dans Taulre. 

Dans tous les cas, l'équa- 
tion de cette courbe plane, relativement à toutes les sur- 
faces, est connue par la formule 

cos* q? sin*y \ 




Fig. 16. 



\U 






Rs 



m 



Soit r:i= — (nous introduisons la ligne m pour l'homo- 

généîté) le rayon vecteur de la courbe plane en question ; 
l'équation polaire de cette courbe sera 



cos* y sin^y ' r 



Ri 



I' 



m/ 
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Pour les surfaces développables, l'un des rayons princi- 
paux R, est infini, et il reste 



m« 



ce qui donne la courbe en forme de 8, à laquelle l'axe des 
y est la tangente cenfrale. 

126*. Le rayon de chaque secteur ainsi porté sur le plan 

1 

tangent étant proportionnel à -, ce secteur, d'angle dip, 

P 

1 d^ 
sera représenté par ^ — : comme il faut faire la somme 

de ces secteurs en partant d'une section principale jus- 
qu'à ce qu'on y revienne, on voit que la mesure cherchée 
est 

4 rindy 

Mais, d'après le théorème dTuler (g 116), cela re- 
vient à 

Seulement, comme nous n'avons besoin.que des intégra- 
les définies, il faut éviter le calcul des intégrales géné- 
rales. 

127*. Soit 

on observe d'abord que 
d'où 
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Ensuite, on reconnaît, à cause de cos-9-l-sin*9 = l, 
que 

Par conséquent, 

xr-Yr=»- 

Enfin 

X -h Y — Z =f(cos* y — sin« f)^(l:p = ^ Tcos» (2^) d (2 9). 

Mais, en général, quand un angle a passe de zéro à un ou 
plusieurs quadrants, sina et cosa passent, par un ordre 
direct ou inverse, par une même série de valeurs : donc 



2 sin'arfx 


et 



/; 






COS* a doc. 
*/ 



ont la même valeur, qui est évidemment la moitié de 



/Htz nnn * 

2 (/a = I 2 (siii* a + COS* a) dx ; 

ainsi cette valeur commune est 

m- 

11 en résulte que 

p^ COS» (2ç) rf (2^) = 1 J*^ d [^) =p^ rfy = 2 rr. 

Mais comme il ne faut prendre que la moitié de celte 
quantité, on a 

x:-+Yr-zr- 
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De là on tire facilement 



xr=Y: 






io ""2" 



128*. L'intégrale définie devient donc 

Ï^ÎÏÏ;» ' 2H,Ra 4RiV~" 8 VR«* 3R,R2 

Ainsi la courbure est proporlionnelle à 



IW' 



et reste toujours positive, comme doit l'être l'expres- 
sion d une superficie, même si R^ ou R, est négatif. 
Alors, en effet, 

i i ^2 1 . 1 ■ i , 2 _/i_ , iy 
r?"^V^3r7ïï;>r,« r,»"" RiR,""\r,"^rJ • 

D'après cette méthode, le plan est la seule surface dont 
la courbure soit nulle pour tous les points, et la sphère 
est la seule où elle soit constante. 

129. Lignes de courbure (fig. 17). — Sur une surface 
quelconque, on appelle ligne de courbure une ligne telle, 

que deux normales, menées à la sur- 
face par deux points consécutifs de 
cette courbe, soient dans un même 
plan et, par suite, se rencontrent. 

Soit ABP l'indicatrice relative à un 
point M de la surface et PP' la trace 
d'une section normale en M ; on sait 
(§ Hl) que cette trace contient le 
centre de l'indicatrice. Imagi- 
nons, par le point P, la normale à la surface, cette nor- 
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maie sera perpendiculaire à TP, tangente à l'indicatrice, 
puisque TP fait partie du plan tangent en P :^ donc, 
d'après le théorème des trois perpendiculaires, la pro- 
jection PN de cette normale sur le plan de l'indica- 
trice sera perpendiculaire à TP. Comme NP ne passe pas 
en 0, il en résulte, en général, que la normale en P ne 
rencontre pas celle qui se projette en ; pour que cette 
rencontre ait lieu, il faut et il suffit que le point P se con- 
fonde avec l'une des extrémités d'un axe transverse ; par 
exemple, il est clair que la perpendiculaire en B passera 
en 0. Si l'indicatrice élait une hyperbole, on considérerait 
aussi l'hyperbole conjuguée de l'autre côté du plan tan- 
gent, de sorte que l'axe non transverse d'un côté devient 
transverse de l'aulre (§ H3). 

130. On aura donc, sur une surface, une ligne de cour- 
bure à partir d'un point donné en suivant, sur un arc in- 
finiment petit, au delà de ce point, une section principale 
et continuant d'après le même système. Par conséquent, 
il existe, pour chaque point d'une surface, deux lignes de 
courbure qui se coupent à angle droit en ce point. 

131 . 11 y a indétermination pour les ombilics où l'el- 
lipse indicatrice devient un cercle : ainsi par ces points il 
passe une infinité de lignes de courbure; mais cela ne 
veut pas dire que toutes les lignes de courbure passent 
par un ombilic. 

152. Dans les surfaces de révolution, il est facile de 
reconnaître, d'après la définition des lignes de courbure, 
que celles d'un point donné sont le méridien et le paral- 
lèle qui passent par ce point. Un méridien cqntient Içs 
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normales à tous ses points et passe par les extrémités de 
Taxe qui sont les ombilics : quant au parallèle perpendi- 
culaire à l'axe, il ne contient pas de normale, mais celles 
qui correspondent à tous ses points concourent en un 
même point de l'axe. 

Ainsi, pour une surface de révolution, les lignes de 
courbure sont planes, mais il n en est pas toujours 
ainsi. 

¥• CARACTÈRE» DES SURFACES. 

153. Surfaces de révolution, — On peut demander de 
distinguer analytiquement ce qui caractérise les familles 
de surfaces, telles que les cônes, les cylindres... Consi- 
dérons d'abord les surfaces de révolutiotty c'est-à-dire celles 
qui sont engendrées par une ligne tournant autour d'un 
axe fixe. Soient 

X — x^ y — y z — z' 

a b c 

les équations de cet axe de révolution ; d'un point pris sur 
cet axe nous mènerons à cet axe un plan perpendiculaire 
qui rencontre la génératrice dans une position donnée, où 
elle a les équations 

(1) F(a:,i/.3) = 0, 

(2) /•(^,!/.^) = 0. 

Les coordonnées étant rectangulaires, ce plan aura 
pour équation 

(3) ax-\-by-\-cz-= d. 

Le point commun à ce plan et à la ligne engendrera, en 
tournant autour de Taxe, une circonférence qui fera par- 
tie de la sphère passant par ce point et ayant pour centre 
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le point fixe qui détermine la position de Taxe; l'équa- 
tion de cette sphère sera 

(4) (a:-ar')« + (y-y')«-+-(5-s'J« = r«. 

Entre les équations (1), (2), (3) et (4), éliminons x, y et 
z, il reste 

•9 dépendant des fondrons F et f. 
On a donc ainsi l'équation 

pour représenter une surface de révolution quelconque. 

1 34. Par exemple, si la génératrice est droite et repré- 
sentée par a;=[ju5-f-p (1), t/ =v2 -h (/ (2), l'équation (3), 
combinée avec les équations (1) et (2), conduit à 

^ (/ — pa — gb 

fl/A + Ov -+- C 

Substituant ces valeurs dans la relation (4), on trouve 

(d—pa-^qb)* (/*« 4-.V* -f i) H- 2[a^+b'^ + c) {d-pa—qb) \fi (p- x') 

OÙ il faut poser 

ce qui donnera l'équation cherchée. 

Pour simplifier, admettons que l'axe de î évolution soit 
celui des z pour lequel a=:0, 6 = 0; on a aussi a?'=:0, 
y'= 0, et il reste, en supprimant c* comme facteur com- 
mun : 

s« (il* 4-v«-4- 1) +2; (/>/x-*- çry— y)= a;«-f-i/'+ (3— s') «—;)»— fy-. 

Supposons encore que Taxe des x soit la plus courte 
distance entre Taxe de révolution et la position initiale de 
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la génératrice, celle-ci, dans cette position, est parallèle 
au plan des yz, ce qui donne [j(.=0 et passe en un point 
de Ox; doncr/= 0. 

Enfin, prenons Torigine sur cette plus courte distança 
des droites, c'est-à-dire sur Taxe des x, ce qui donne 
V = 0, l'équation précédente devient 

^* 4- y* = s'y' =;i*. 

Nous reviendrons sur cette surface^ 

135. Réciproquement, on peut demander la condition 
nécessaire pour qu'une surface donnée soit engendrée par 
la révolution d'une certaine ligne autour d'une droite 
donnée qui a pour équations 

X — a/ y — y' z—z' 

a b c ' 

D'après ce qui précède, on reconnaît que la normale en 
un point d'une surface de révolution rencontre Vaxe de ré- 
volution : en effet, le plan tangent est déterminé par la 
tangente au parallèle et à la courbe méridienne formée 
par l'intersection avec la surface d'un plan passant par 
l'axe. 

Cela posé, l'équation du plan tangent au point pris sur 
la surface étant 

3-5j=;;(a— ar,> + ^(y-2/4), (§101) 

les équations de la normale en ce point seront (g 45) 

ce qui revient à 

Éliminant x, j/, % entre ces équations et celles de l'axe 
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de révolution, puis supprimant les indices pour revenir 
aux coordonnées courantes de la surface, on trouve 

Ici p et 9 représentent les diiTérentielles ou les dérivées 
relatives à un point quelconque de la surface représentée 
par2=(Ka:,t/). 

136. Si l'on prend pour origine le point donné sur 
l'axe, on a 

Si même cet axe de révolution est celui des z, il vient 

a=0, 6 = 0, 

et l'équation précédente, en supprimant le facteur com- 
mun c, se réduit à 

ou • 

X y' 

En même temps, l'équation du § 133 se réduit à 

x^-hy^ = f {cz) — s« 

ou bien à 

Nous prendrons pour exemple le tore^ surface engen- 
drée par un cercle de rayon a tournant autour d'un axe 
situé dans son plan à une distance d de son centre. 
- On trouvera pour équation de la surface 

Du reste, le calcul direct est facile. 

137.' Surfaces réglées, — Nous avons vu (gg 112 et 
113) que les surfaces réglées, c'est-à-dire celles qui ont 
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des génératrices reclilignes, ont pour indicatrice Ton- 
semble de deux hyperboles conjuguées prises un peu au 
delà et un peu en deçà du point de contact : en même 
temps nous avons reconnu (§ 112) que la condition de 
l'existence de ces génératrice&-consistait dans linégalité 

Nous savons (§ 109) ce que signifient r, s et t. L'équa- 
tion de la surface étant z=.(f(x^y), si nous augmentons 
x et 1/ des quantités extrêmement petites Ax, a^, la quan- 
tité z prendra aussi un accroissement extrêmement petit 
êkZ^ et nous aurons .la relation 

f 

Mais, pour déterminer Tindicatrice, on n'est pas allé au 

delà des termes du second degré ; il suffit de considérer 

r * t 

r, s et 5 comme étant lés coefficients de ces termes dans 

le développement de A2. 

Du reste nous avons indiqué d'une manière plus com- 
plète (g 110) la nature des quantitésr, s, t. 

158, Surfaces développables. — Nous avons rappelé 
(gM08) la définition géométrique de ces surfaces, dont 
nous avons aussi donné (g 112) le caractère analytique, 
qui est 

139. Pour nous faire une idée générale de ces surfa- 
ces, nous commencerons par considérer un polygone 
gauclieABCDE... (fig. 18) dont nous prolongerons tous les 
côtés en AA', BB', etc.. ; il en résulte une série continue 
de plans A'AB'; B'BC, CCD', etc. . . De plus, si l'on imagine 



G ; / /c 
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les arêtes continuées de l'autre côté du «polygone, cette 
série de plans se prolongera suivant une autre nappe. 

Supposons maintenant que le polygone tende vers une 
courbe que nous appellerons arête 
de rebromsement. On ro^onnaît (§ 98) \ 

que les arêtes, telles que BCC, ten- 
dent chacune vers une tangente à la "g 
courbe donnée. On comprend que n v 
l'espace infinitésimal E'DD' pourra se 
rabattre sur GEE' ; sur le même plan ' ^' 
on pourra rabattre D'CC, et ainsi de ^ 
suite : par conséquent, la surface ^* 
sera développable sur un plan, con\me l'exige la défini- 
tion (g 108). 

Ainsi, une surface polyédrale développable a pour limite 
une surface décrite par une génératrice rectiligne qui reste 
constamment tangente à une courbe gauche. Cette surface 
limite se nomnie surface développable. 

140, D'après cela, soient a; =9 (z), j/=(t(2) les équa- 
tions d'une courbe de l'espace, prise comme arête de re- 
brousseraent, on demande la surface développable corres- 
pondante. La courbe limite du polygone gauche se nomme 
arête de rebroussement. 

Soienta;^, j/p z^les coordonnées d'un point quelconque 
de cette arête, les projections de la tangente en ce point 
étant les tangentes aux projections, on aura, comme on 
le sait par la géon^étrie plane, 

en indiquant par ç' et i)/', comme on le fait souvent, 
los dérivées des fonctions données. Ce sont donc là les 
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équations de la génératrice dans une position quel- 
conque. 
De plus, le point donné étant sur la courbe, on a 

Ajoutant ces équations aux précédentes, on a 

« = ?i3ll 4-/(31) (3— »|) 

et 

y=*iM+f W(»-5i) 

Entre ces deux équations, éliminons z^^ il reste Tèqua- 
tion cherchée en a:, y, 2. 

141. Si les équations de l'arête sont données sous la 
forme générale /*(a:, y, 2) = 0, ¥(x,y,z)=Oy on obtien- 
dra les équations de la tangente en cherchant l'intersec- 
tion des plans tangents aux deux surfaces. On peut obser- 
ver que ces calculs ne dépendent pas de la direction des 
coordonnées. 

142. Par exemple, soient 

les équations de l'arête, on en conclut 

X^Xi—-^[Z — 2j), Z — 1/1= -^[Z — Zi) 

et comme 
on a 



a^ 



ai 



11 faut donc éliminer %^ entre les équations 
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ce qui donne 

Développant et réduisant, on a Téquation cherchée 

à^x {a^x — 4 3*) -4- bhj* (3 a* -h by] = 0, 

qui représente une surface du quatrième degré. 

143. Il pourrait arriver, sans qu'on s'en fût aperçu, 
que les équations données pour celles de l'arête repré- 
sentassent une courbe plane ; alors la méthode précédente 
le ferait remarquer, puisque la surface à laquelle on se- 
rait conduit serait un plan, celui de la courbe elle- 
même. 

On résout donc ainsi le problème suivant : 

Les équations (Tune courbe étaut données^ reconnaître ti 
cette courbe est plane ou à double courbure. 

Par exemple, soient les équations 

En prenant les dérivées, on a 

x— a;i = (2«2,-h6)(a;— 3j), y— i^i = (2a'3j-f- ^'} (i — 3,), 

et comme 
on trouve 

« = 3(2a«j4-^) — fl|j»H-c, y = 3(2a'3i-H6') — a'3|«-fc'. * 

Multipliant la première par a', la seconde par a et re- 
tranchant, il reste 

a'x — ay=^z [ba' — b'a) + ca' — c'a, 

équation du plan où esl contenue la courbe donnée. 
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144. Cônes. — On appelle cône on surface conique celle 
qui est engendrée par une droite passant toujours par un 
point fixe. Ce point s'app'elle sommet. On voit qu'un cône 
est un cas particulier des surfaces développables, puisque 
cette définition suppose Tarêtc de rcbroussoment réduite 
à un point dont les coordonnées sont x^^ f/^, z^. Mais ce 
point ne suffirait plus, comme faisait une arête à double 
courbure, pour déterminer la surface, et il faut donner 
une relation entre les coefficients angulaires a et 3 des 
équations 

d'une génératrice quelconque. 

Cette relation étant représentée par F (a,p) = 0, Téqua- 
tion du cône, en général, sera de la forme 






Comme le plan tangent contient le sommet, son équa- 
tion peut s'écrire 

et même, comme il contient toute la génératrice, on a 

Du reste, x\ y\ z' étant les coordonnées d'un point quel- 
conque du cône, on sait (§ iOd) que 

ces dérivées étant prises relativement à la fonction F. 

145. La condition nécessaire pour déterminer le cône 
peut consister en ce q le la droite génératrice s'appuie sur 
mie courbe directrice donnée. 
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Soient /^ (x, j/, 2) = 0, /*, (x, y, «) = les équations de la 
directrice : en y substituant celles de la génératrice qui 
sont 

et 

on aui*a deux équations entre lesquelles on éliminera z, 
ce qui donnera 

F (a, 13} = 0. 

146. Par exemple, cherchons Téquation du cône obli- 
que à base circulaire. Nous prendrons ce cercle dans le 
plan des xy et nous mettrons Torigine à son centre. Ainsi 
les équations de la base sont 

3^0 et j;«-hy«=r*. 

Cela suppose Ox et Oy perpendiculaires l'un à Tautre, 
mais observons que Taxe des % n'est pas obligé d'être 
perpendiculaire sur le plan de la base. 
Les équations:^d'une génératrice étant donc 



a: = aro + «(3 — 3o), ^ = 2/0 + ? (s— ^q], 

on aura le point où elle rencontre la base en substituant 
ces valeurs de x et de y dans l'équation x*+ !/**=»% eii 
faisant 2=0. 
Alors 

[xq — oio,* H- (2/0—^-0)*= î*. 

Ainsi, l'équation du cône sera» 
ou bien, en réduisant, 

(«qS— 3oa;)*-f (j/os— ;:oy)*= »* l^— ^)*. 

UfiOX. ANAL. B. ET II. 7 
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Si Ton prend le sommet sur Taxe des z, il reste 



■.^ + y« = ' '•,/" ■ 



-fr 







147. Trouver l'équation dun cône de sommet^ donné et 
drcoîiscrit à une surface donnée. — Soit /'(ic,.y, z) = ou 
plutôt f(x\ y\zf) = Téquation de celte surface, en in- 
diquant par x'y %fy i les coordonnées du point de contact 
d'un plan tangent passant par le sommet et qui, d'après la 
définition, contiendra une génératrice du cône. On sait que 
l'équation du plan tangent sera 

mais comme ce plan passe au sommet, on a 

En conservant pour cette surface x\ j/', ;$' comme coor- 
données courantes, la ligne de contact a pour équations 

et 

Inéquation de cette seconde surface où se trouve là 
ligne de contact peut se mettre sous la forme 

Soit m le degré de l'équation f(x^ y^z) = 0;il est clair 
que, dans celle que nous venons d'écrire, le degré du se- 
cond membre est inférieur à m, puisqu'il ne cohiient les 
variables que dans les dérivées. Quant au premier mem- 
bre, qui était le second au § 100, on a vu qu'il était aussi 
inférieur à m, au moins d'une unité. Ainsi le degré de 
celte seconde surface contenant aussi la courbe de contact 
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est au plus m — 1. Donc, si la surface donnée est du 
second degré, cette seconde surface est plane. 

Mais, pour avoir l'équation du cône lui-môme, il faut 
observer que nous venons de réduire la question à celle 
du § 145, puisque nous connaissons deux surfaces qui 
contiennent la directrice. 

La seconde, 

(x'-a:o)Dx4-(i/'-yo)I> -f («' — s©) D, = 

se réduit évidemment à 

dans cette équation et dans la première, * 

substituons 
et 

entre les résultats de ces substitutions, éliminons z\ il 
vient une équation entre 

dans laquelle on posera 



x—xq ^ _ y— yo 

Z — Zq 



a=- -, p = ^ t 

3 — *»o 



ce qui donnera l'équation du cône. 
Par exemple, soit 

(«--*i)*+(y-y,)*+(3-3,)«=r», 

avec des axes rectangulaires, une sphère à laquelle doit 
être circonscrit un cône dont nous supposerons le sommet 
à Torigine, ec qui fait que, x^j i/o, 2^ étant nuls, les équa- 
tions d'une génératrice sont 

x = az, y = p«. 

7* 
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L'équation du plan de la courbe de contact sera 
d'où Ton tire 

Du reste, l'équation de la sphère donne 

OU bien 

^«(«•+p*+i)— 22(*«i+^yi+»i) + «i*+yi"+24»— r«=o. 

Remplaçant z par la valeur précédente et réduisant, on 
l rouve 

c'est l'équation du cône cherché. 

148. Cylindres. — Un cylindre ou surface cylindrique est 
celle qui est engendrée par une droite toujours parallèle à 
elle-même. On voit que le cylindre est un cône dont le 
sommet est à l'infini ; ce qui exige, pour déterminer cette 
surface, une nouvelle condition, la direction des géné- 
ratrices. 

Ainsi a et ^ étant donnés, l'équation d'une génératrice 
est de la forme 

et la surface se détermine au moyen d'une relation entre 
met n. 
Cette relation étant exprimée par 

F {m, n) r= 0, 

l'équation du cylindre sera 

F(a; — a«,y — p«)=0. 
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Les dérivées D^., D^. , D^ rclalives aux coordonnées d'un 
point in cylindre sont liées entre elles, et les coefiicients 
a et j3 par la même relation 

1 = ;)M- <?3 

que nous avons déjà trouvée pour le cône (§ i 44) . En effet, 
la génératrice en ce point étant contenue tout entière 
dans le plan tangent, on a 

on biea 

p f.r- .r':-h7 (»/— 2/')= {- — -') {»P + M)^ 

ce qui, comparé à Téquation du plan tangent (g lOi), 
tlonne 

ou bien 

« 

149. Supposons que la condition nécessaire pour dé^ 
terminer le cylindre consiste en ce que la génératrice s ap- 
puie sur une courbe directrice donnée. 

Soient 

les équations de la directrice : en y substituant celles de 
la génératrice,' qui sont 

on aura deux équations entre lesquelles on éliminera %, 
ce qui donnera 

ou 

/•(;r — «3,y— ^5)=rO. 
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150. Trouver r équation d*un cylindre circonscrit à une 
surface donnée. 

Soit, comme pour le cône, 

l'équation de cette surface, x\ y\ %' étant les coordonnées 
d'un point de contact, on aura l'équation d'une autre sur- 
face contenant la ligne de contact^ par l'expression 

puisque a et 3 sont donnés. 

151. Pour avoir l'équation du cylindre lui-même, dans 
ces relations 

et ' 

substituons 

puisque ce point de contact est sur la génératrice, on 
aura deux relations entre lesquelles on éliminera %, ce 
qui donnera l'équation cherchée 

F(m,n)=0. 

En y posant 

m=-x — as, n = y — /??, 

on a l'équation du cylindre. 

152. Nous laissons au lecteur à prendre des exemples 
comme nous avons fait pour le cône : du reste, l'idée géo- 
métrique du sommet d'un cône allant à l'infini peut se 
traduire analytiquement de la manière suivante : 
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Soit, relativement au cône, l'égalité 



ce qui donne 






^0 *0 



a. 



--1 

•0 



Si le sommet va à l'infini, —et - disparaissent ; mais il 
reste 

-0 

ainsi a est constant comme la direction des génératrices; 
il en est de même pour ^. < 

155. ConoUes. — On appelle conoïde une surface en- 
gendrée 'par une génératrice rectiligne assujettie à s appuyer 
sur une directrice rectiligne et à rester parallèle à un plan 

donné. 

« 

Prenons le plan directeur pour plan des xy et pour ori- 
gine le point où ce plan est percé par la directrice, dont 
les équations sont alors 

x= aZf y = bu. 

Quant aux équations de la génératrice, elles sont 

3 = Sj • et X — fl2| = a (y — bzi), 

puisque cette droite est parallèle au plan des xy et ren- 
contre la directiûce. 

Mais il reste à déterminer la surface par une relation 
entre z^ et a, c'est-à-dire une équation telle que 



='(^) 
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454. Un conoïde est une surface gauche^ car Tarête de 
rebroussement de cette surface supposée développable ne 
serait autre chose que la directrice OA et la surface se 
réduirait à un plan. 

Considérons maintenant un plan langent à la surface 
en un point représenté par x\ j/', a' et coupons ce plan 
par une série de plans parallèles au plan directeur xy; 
nous obtenons ainsi sur le plan tangent toutes les droites 
qu'on y peut mener parallèlement au plan directeur ; une 
de ces droites, qui est une génératrice, passe au point 
donné. 

Or nous avons vu (§ 113) que le plan tangent en un 
point d'une surface gauche contient deux génératrices qui 
se coupent au point de conlact. Nous venons d en consi- 
dérer une ; quant à Tautre, imaginons tous les points où 
elle coupe toutes les parallèles menées au plan directeur 
sur le'plan tangent. Soient rc^, y", 7f les coordonnées d'un 
second point de cette droite qui appartient à la surface ; 
il en résulte, d'après la définition, que celle des parallèles 
en question qui passe par ce point est une génératrice. 
Par conséquent, si Von mène sur un plan tangent au conoide 
une parallèle au plan directeur ^ cette droite rencontre la di- 
rectrice. 

Cette observation fait trouver Téquation différentielle 
de la surface. 

En effet, les équations de la parallèle au plan xy seront 

pour exprimer qu'elle rencontre la directrice représentée 
par x = a;5, y = bz, on reconnaît qu'il faut prendre 
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Mais cette parallèle devant être sur le plan tangent qui a 
pour équation 

on posera 

ensuite x — a/ disparaîtra comme facteur commun, et il * 
restera 

c'est-à-dire 

ou bien encore, supprimant les accents, 

155. Pour déterminer le conoïdc, on l'assujettit à une 
nouvelle condition : d'ordinaire on exige que la génératrice 
s'appuie sur une seconde directrice. Soient 

les équations de cette autre directrice, nous y poserons 

ce qui donnera 

A(x,«,3.)=o, /;(x,«,3,) = o, 

équations entre lesquelles nous éliminerons X, ce qui 
laissera une relation entre a et ;s^. 

Dans cette relation remettoiis, comme on Te voit par les 
équations delà génératrice, 

V — bz 
X — az 

on aura Téquation du conoïde cherché. 

Par exemple, si la secoqde directrice est aussi une 
droite, nous obtiendrons une surface du second degré que 
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nous retrouverons plus lard sous le nom de parabolôide 
hyperbolique. 

156. On dit qu'un conoîde quelconque est droit ^ quand 
la directrice est perpendiculaire au plan directeur. Alors, 
les axes étant rectangulaires, a=0, ft=0, et il reste 

Par exemple, la surface connue en stéréotomie sous le 
nom de voûte d'arête en tour ronde est un conoîde droit 
pour lequel la seconde directrice, qui prend le liom de 
cintre^ est ordinairement une ellipse dont le plan est ver- 
tical ainsi que l'un des axes. Les équations de cette ellipse 
étant sous la forme 

on trouve facilement, pour équation de ce conoîde. 



CHAPITRE III 



NOTIONS SUR LES SCRFACES DU SECOND DEGRÉ 



I. SBCTMNS rAKAIiLÈLES 

157, Pour étudier les propriétés des surfaces que 
représente l'équation générale du second degré à trois 
variables : 

nous commencerons par considérer les sections détermi- 
nées dans ces surfaces parallèles. 

D'après ce qu'on a vu (§ 97) pour les surfaces d'un 
degré quelconque, ces sections seront ici des lignes du 
second degré. 

Observons avant tout que, généralement, les projections 
des coniques sont de même nature que ces courbes. En effet, 
il est clair qu'une ellipse étant fermée ne peut se projeter 
suivant une hyperbole qui est indéfinie et discontinue, et 
réciproquement ; même raisonnement pour les para- 
boles. 
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Nous supposerons d'abord que ces lignes aient un 
centre. 

Cela posé, nous allons démontrer : 

1^ Que ces sections parallèles sont senoblables et scm- 
* blablement placées, ou homothétique^ ; 

2** Que leurs centres sont sur une même droite. 

Prenons pour plan des xy celui d'une de ces sections ; 
admettons que l'origine ait été transportée au centre 
de. cette section et que les axes des x et des y soient 
choisis de manière que l'équation de la section dans ce 
plan n'ait pas de ferme en xy ; on sait, par la théorie des 
courbes du second degré, que cela est toujours possible. 
D'après ces suppositions, cette section sera représentée par 

A.î:*-HAy+E = et 2 = 0. 

Par conséquent, l'équation de la surface elle-même 
sera 

Maintenant, si l'on donne à z une valeur particulière 
quelconque, cetle dernière équation, au lieu de représen- 
ter la surface, ne représentera plus qu'une courbe sur le 
plan des xy^ et cette courbe sera la projection rectangu- 
laire ou oblique de la section faite à la distance qui cor- 
respond à z; cette projection, étant parallèle à la section 
elle-même, lui est évidemment égale. 

Ainsi, toutes les sections parallèles seront Iransportées 
sur le plan d'une d'enlre elles, et comme les termes du 
second degré Aj;*-f-A'î/' sont les mômes dans toutes les 
équations, ces sections sont semblables et semblable- 
ment placées. 

158. 11 reste à faire \oir que les centres de toutes ces 
sections sont en ligne droite. 
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A', 



Puisque le terme en xy n'existe pas, les axes des x et 
des y sont deux diamètres conjugués de la section faite 
par leur plan ; donc, d'après 
la similitude que Ton vient 
de démontrer, le diamètre 
parallèle à Taxe des x dans 
une section quelconque a 
pour cordes conjuguées des 
parallèles à l'axe des y. 

Parmi ces cordes, on re- 
marquera la droite suivant la- 
quelle cette section est cou- 
pée par le plan des zy; on 
obtiendra cette corde (fig. 19) 
en faisant x=0 dans l'équa- 
tion précédente, où z ne représente plus qu*une valeur 
particulière. Cette équation devient 

A ' î/« -h 2 B y a + A" a» -f 2 C 2 + E = 0, 

et la demi-somme des valeurs en question, c'est-à-dire la 
valeur de y pour le milieu M de la corde, est 




Fig. 19. 



y = 



Ba 



Si l'on mène par ce milieu de la corde une parallèle à 
Taxe des a;, cette parallèle passera au centre 0' de la sec- 
tion, puisque ces deux directions sont conjuguées. 

Il en sera de même pour toutes les sections qui corres- 
pondent aux diverses valeurs de z. Donc les milieux des 
cordes analogues seront sur la droite OM déterminée par 
les équations 



a; = et y = — -j- 



Bz 

F' 



110 GÉOMÉTRIE AlfÂLYTlQUE. 

Le plan qui contient cette droite et l'axe des xy contient 
en même (emp& la parallèle CM menée à l'axe des x par 
le milieu de la corde; par suite, ce plan contient le cen- 
tre de toutes les sections parallèles au plan des j^y. 

Un verrait de môme que le plan qui contient Taxe des y 
et la droite dont les équations sont 

y = et « = -j» 

contient aussi les centres de ces mêmes sections. Par 
conséquent, les centres sont à l'intersection de ces deux 
plans qui passent à Torigine, c'est-à-dire sur une droite. 

159. Les plans des yz et des xz ne coupent pas toujours 
toutes les sections; mais, quand les cordes sont imagi- 
naires, leur milieu n'en est pas moins réel. En effet, 
soient 

deux coordonnées des extrémités d'une corde imaginaire, 
on a 

Ainsi, la démonstration subsiste toujours. 

160. Il faut rappeler ici une exception ou plutôt une 
modification qu'on observe dans des coniques semblables. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'on fasse varier la 
quantité m dans Téquation 

Si m > 0, on a une série d'ellipses semblables qui se ré- 
duisent à un point pour m=0. Si m<0, ces ellipses de 
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viennent imaginaires ; il ne s'agit plus alors, pour ainsi 
dire, que d'une similitude analytique. 
De même, suivant que dans l'équation 



on a 



~â — 75 = "* 



W<0, 



. il en résulte deux séries d'hyperboles qui ont les mêmes 
asymptotes, mais qui sont conjuguées les unes des au- 
tres. Si m=0, tout se réduit à ces asymptotes elles- 
mêmes. 

Dans l'énoncé du théorème, toutes ces lignes sont rè- 
gardées comme semblables. 

Enfin, et quoiqu'il ne s'agisse p^s ici de courbes dé- 
pourvues de centres, soit 

l'équation d'une série de paraboles dont la .convexité est 
tournée d'un même côté, tant que ni>0. Sim=0, il 
reste 

» 

ce qui représente deux parallèles à la direction commune 
des axes focaux. Enfin, si w<0, les paraboles se retour- 
nent et leur convexité est dirigée en sens contraire. 

Nous n'avons pas considéré de sections paraboliques ^ 
car l'on sait que toutes les paraboles sont semblables. 

Du reste, nous verrons plus tard (g 220) que toules les 
surfaces représentées par Téquation générale du second 
degré ont des sections à centre, excepté le cylindre para- 
bolique. 



iri 
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11. €ENTBE 

161. On appelle centre relativement à une surface 
quelconque, un point tel, que toute sécante qui y passe s'y 
irouve divisée en deux parties égales. 

Une surface peut ne pas avoir de centre, mais nous 
supposerons d'abord qu'il existe; s'il en est autrement, 
le calcul l'indiquera. 

Quand une surface est rapportée à son centre comme 
origine, on reconnaît par la définition précédente que si 
l'équation est satisfaite pour x, y, 2, elle l'est aussi pour 

— X, —y, —%: 

11 en résulte que 1 équation n'a alors que_ des termes 
de degré pair ou bien que des termes de degré impair. 

Quand Torigine n'est pas au centre, on peut l'y rame- 
ner sans changer la direction des axes, en cherchant à 
satisfaire la condition précédente. Si ce moyen ne réussit 
pas, c'est queia surface n'a pas de centre. 



162. Pour appliquer cette méthode à l'équation géné- 
rale du second degré, nous changerons x, y.zenx H-a?', 
j/ -1- î/' et z-hz\ en indiquant par x% j/', z' les anciennes 
coordonnées du centr(i. On a le développement : 



Au;^-fA'//24-A"5H-2B!/î+2C'^î+2B''jcî/-f2;i; 



Ax' 4-2^ 


A'^' -f22 


-fB'i' 


-hBy 


-{-^y 


-i-h^x' 


-K 


-hC' 



A*2' -^kx"^ 

-fB//' -fAy* 

-fB'a:'-fA";î'« 
+0" +2Bi/'5' 
-f-2B'a;'3' 
4-*2B''a;y 
+2CC' 

4-2Cy 

•+ Ë 



i=y. 
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Les termes du premier degré devant être nuls, on a 

Aa:'-fBV4-BV+C=0, Ay4-B5'+B'x-fC'=0, 
A''y+Bi/'+B'a:'+C''=0. 

Mais r.omme chacun des trois premiers membres de ces 
relations est la dernière dérivée de Téquation donnée par 
rapport à chaque variable, ces relations s'écrivent 

Dx'=0, Dy' = 0, D^ = 0. 

L'élimination donne 



en posant 

m=AB*4-A'B'2+A"B''«— A.VA"— 2BB'B'' 
K = C (A'A" - B«) + C (BB'— B'A") + C (BB'' -'b'A'^ 
K'=C'(AA'' — B'*)-f. C'IB'B'' — BA) -f C (B'B-B'^A")' 
JC"=G'' (AA'-B'*) + C (B-'B - B'A') -f C (P"B' - BA) 

163. On a les identités suivantes : 

AK-f-B'K''4-B''K'+Cm=0, A'K'4-BK''+B''K-fC'm=0 
A''K''-fBK'-hB'K+C''m=0, 

qui s'obtiennent en remplaçant a;', ]/',«' par leurs exprès- 
sions dans 

On a aussi les trois identités : 

Am = (AB— B'B")a — (B"»— AA') (B'*— A A") 
A'm=(A'B'-.BB'')2- (B''*— AA') (BS— A'A")' 
A"m= (A^B^-BB')»- (D'^ - AA") ^B^- A'A")! 

164. La nouvelle équation de la surface rapportée à 
son centre devient 

A:c«+Ay+A'';i«-f.2B2/î+2B'a:3+2B''^4-G=0; 

mais il faut calculer la quantité : ' 

G = Aa;'«-hAy'»+A'V*+2 Bi/'^-f 2 B Vî'+ 2 B"arY-f- 2Ca:'4-2 €'«'-4-2 C'-^ P 

r- ,r ( A^ + AV-H By -f- C ) -f-^' ( Ay + B.' + r^.^ +c^) X.Ia-54Ï' 

GÉOM. ANAL. B. ET H. o 
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D'après les valeurs des coordonnées, ilresle 

CK-[-C'K'-|-C*'K"-|-Em 



G=Ca:'-+-Cy-|-CV-hE = 



m 



165. On voit donc qu'il y a un centre unique et déler- 
miné tant que Ton n*a pas m = 0. 

Dans cette circonstance où m=0, le centre est d'ordi- 
naire à Vinfini, puisque les coordonnées ont un dénomi- 
nateur nul ; mais il peut quelquefois être indéterminé. 
Du rester nous reviendrons sur le cas où m = 0. 

III. CONES ET CYLINDRES 

166. Si le centre est sur la surface, le terme indépen- 
dant doit disparaître : donc 

G=Ga/+CV-fCV+E = 0, 

OU bien 

CK-hC'K'+C''K"+Em=0. 

Dans ce cas, je dis que la surface est un cotte dont le centre 
est le sommet. 
En effet, l'équation transformée se réduit alors à 

donc la surface contiendra une infinilé de génératrices 
représentées par x:=[ji.35, y=v2, pourvu que [x etv satis- 
fassent à la relation 

A/*» -H A'v« -h A" +2 Bv -H 2 B V -f-2 B Vv ==0. 

167. Cône de révolution autour dune droite donnée. — 
L'origine étant au sommet donné, les équations de Taxe 
donné sont 

- = ^ = -- 

a b c' 

on suppose d'abord les coordonnées rectangulaires. ^ 
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On sait que les équations d'une génératrice dans une 
position quelconque sont 





- 


X y z ^ 
a' b' C p" 


en posant 








RrzrVcC^-f-yS^-j* 


et 








p' = V/a'*-h^''*-fC* : 


de même 








p-V/a«-h6*-hc*, 


et soit 0) l'i 


angle 


constant et connu des deux droites, on a 



Par conséquent, et comme 

^,_^, 6'-^ c'-P- 

il reste 

R/9C0S 6) = ax-\-bij -\-cz 

OU bien 

Cette équation ne eera guère plus difficile à obtenir re- 
lativement à ses coordonnées obliques. Seulement ici 

R*= x'^'\-y'^-{-z'^'\'^xycosxy-{-^xzcQ%xZ'\-^yzco%yz; 

P et /seront modifiés de môme. 
Enfin on a la relation 

pp'cosox=aa^-{^b''\-cc'-{HiOSxy{ab''\^'b]-^06xz[ac'-{^i^c)-^<osyz(b^^ 

Dans celle relation substituons encore 

a^-E!f 6'-^ c^=^^ 
^"T' R' R 

et élevant au carré, on a Téquation du cône : 

cos* w (a:* -j- 1/* H- 3' 4- ^xy cos ory -{- 2 xz cos xz -^^ ^yz cou y i) 
X (a* 4- ^* 4- <-** -h 2 ab cosxy-\-*'laccos xz-^2 bccosyz) 

=\ax-\^'\-cz-{-cosxy [ay-{-bx)'{-cos xz {az-\-cz)-\-cosyz (bz-\-cy]\-i 
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168. Cylindre engendré par une direction donnée. — Quand 
le sommet du cône vu à l'infini, les génératrices étant 
parallèles 5 une direclion constante forment un cylindre. 

Soient 

les équations des génératrices dont la direclion est don- 
née par les coefficients angulaires \f. et v, il est clair que 
X et Y seroni, dans le plan des xj/, les coordonnées d'un 
point de la trace du cylindre, puisque z=0 donne X=x 
et Y= j/ ; donc l'équation du cylindre lui-même se réduira 
à celle de celte trace avec les seules variables 

X=x — fiz et Y=y — yi. 

169. La formule connue de la dislance d'un point à 
une droite passant par l'origine et représentée par 

a ù c 

donne l'équation d'un cylindre de révolution autour de 
celte droite. En effet, le point donné peut être considéré 
comme appartenant 5 une génératrice quelconque de ce 
cylindre dont la droite donnée est Taxe. Soit donc R le 
rayon du cylindre, cette équation est, d'après la formule 
indiquée (§ 62), 

= sin* zy ps — cy)*-^ . . . -f- 2 Jcos xz — cos xy) [ex — az) [bz — cy) , 

OU bien, pour des axes rectangulaires, 

Si l'axe du cylindre ne passe pas par l'origine, il faudra 
changer x et y eux — x' et y — yf, en indiquant naraî'et y' 
les coordonnées du point où cet axe perce le plan des xy. 
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1¥. PJLAN TANCIENT 

170. L'équation dun plan tangent à une surface du 
second degré se trouvera par la méthode déjà appliquée 
aux surfaces de degré quelconque : pour faire le calcul 
directement, il suffira d'observer que 

r^— j'«z='y-x'')(a:'+^), etc., 

et que 

xy—x'y"==x'(i/-'tf]-hy''{x^ x'}, etc.. 

Alors l'équation du plan tangent en un point de la surface 
donné par ses coordonnées x', ^, %\ devient 

X ( Aa-'-fRV-f B^y'-f-CH-y ' Ay-f By-hB''a;'4-C')4- a (AV4-Bi/'+ BV-hC" ) 

4-Cx'4-C'i/4-CV-|-E=0 

171 . Coordonnées homogènes. — On reconnaît bien que 
les coefficients de a;, de y et de ;5 sont les demi-dérivées 
de l'équation de la surface relativement à x\ y\ %\ mais 
la symétrie est moins apparente dans le terme indépen- 
dant. 

Elle est plus facile à saisir avec la notation qui consiste, 
comme procédé de calcul, à considérer les trois variables 
comme des rapports. Ainsi on pose 

X* 37» Xx 

x^ x^ x^ 

Pour étendre cette symétrie aux coefficients, on écrit 

A=au, A'=a^, A" =055, £ = «44 

pour les carrésj; puis pour les rectangles 
et aussi '' - 

C=a,4» C'=ai4, C''=fl3v 
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Donc l'équation de la surface s'écrit 

«,ia:i«-|-rtâaXi«4-«s5^ô*-h«44iP4*4-2ûiî«iaîs+2fli5^ia;5-h2«i4iCia?4 

Alors l'équation du plan tangent devient 

-fa;s(fl3|a:'i-|-a5âa:'«+ fss^^-\-»MX\) 
-ha;4(a4,a:'4-|-fl4âa:'s+«45«'3+ff44a:'4^=0. 

Ce qui revient à 

xJ^xf-^-x^hf-hx^lijf+x^lijf^ 0. 

1 ' 4 S 4 

172. Mais nous tiendrons un compte suffisant de cette 
symétrie en posant 

D4=2(E+Ca;'H-CY+CV), 

ce qui permet d'écrire ainsi l'équation du plan tangent : 

Cette équation peut s'écrire encore sous la forme sui- 
vante : 

kxx*-\-k'yif-\- A''23'+B {yz'-\-t/z) + B' (ars'+ar'îl+B" [xif-^x'y] 
+C {x^x')-\^C' (y-j-ty') +0" (2+s')+ E = 0, 

qui a l'avantage d'être symétrique entxe les coordonnées 
courantes et celles du point de contact : nous allons en 
tirer parti. 

T. PI.AN POLAIRE 

173. Avant de définir le plan qu'on appelle ainsi, nous 
ferons remarquer, par l'exemple de la sphère, qu'il existe 
dans l'espace des points par lesquels on peut mener des 
plans tangents à une surface du second degré, mais qu'il 
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y a aussi quelquefois des points pour lesquels cela est im- 
possible. Du reste, voici le premier lemme que nous allons 
établir. Quand on peut mener d'un point donné une série de 
plans tangents à une surface du second degré, les points de 
contact sont sur un même plan. 

En effet, soient x\ j/', z' les coordonnées d'un de ces 
points de contact, nous venons de trouver l'équation du 
plan tangent correspondant sous la forme symétrique 

et comme ce plan passe au point donné dont les coordon- 
nées sont ^4, j/p 2j, on a la relation 

Aoîi^'-f- A'//iy'-|-.... = 0. 

Pour tout autre point de contact analogue, on aurait de 
mênje 

On peut donc, au lieu de chaque contact en particulier, 
prendre les coordonnées courantes, et Téquation 

-fC(arj-f-x)+C'(î/i4-!/)-|-C''(3i4--)-fE=0 

sera celle du lieu géométrique de tous les points de con- 
tact. On voit que c'est celle d'un plan. 

Déplus, et à cause de la symétrie que nous avons signa- 
lée, il faut bien observer que cette équation a la même 
forme que celle du plan tangent. 

174, Réciproquement, étant donnée une section plane 
quelconque d'une surface du second degré, on peut tou- 
jours considérer cette section comme la base d*un cône 
enveloppe dont on déterminerait le sommet en cherchant 
les coordonnées par le calcul suivant : 
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Soit 

réquation donnée du plan de la section ; il s'agit de Ti- 
dentifier avec l'équation précédente, qui peut se mettre 
sous la forme 

^ Ë"-^ ^y Ë 



Dotic 



^^A%H-By.4-B-.,+C^^^^^ 



aE = A«,-fB'3i-f B^yj-f C, ^E= A'y,+Bîi-f B^aJi+C, 
yE=A''2,4-Byi-fB'3j-f(:''. 



De là on tire x^, j/^, ^j, ce qui donne le sommet cherché 
du cône ; mais nous laissons au lecteur à faire l'élimi- 
nation, car il suffit ici de démontrer Inexistence de ce cône 
enveloppe, c'est-à-dire dont toutes les génératrices sont 
tangentes à la surface donnée. 

Nous reviendrons sur ce sujet pour chaque sujrface en 
particulier. 

175. Cela posé, voici la définition du plan polaire d'un 
point quelconque M, avec le théorème qui sert de base à 
cette définition. Par le point donné, menons une série de 
plans qui coupent la surface, le lieu des sommets des 
cônes enveloppes qui correspondent à chaque section est 
un plan : ce plan se nomme le plan polaire du point 
donné, qui, réciproquement, s'appelle le pôle du plan en 
question* 

176. Pour le démontrer, soient Ç, iq, Ç les coordonnées 
du point M; et x^, y^^ z^^ comme ci-dessus, celles du som- 
met d'un des cônes enveloppes correspondants. Puisque 
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M est sur le plan de la section, on a, d'tîprès l'éijuation 
symétrique écrite ci-dessus, 

D'autres sections planes, passant par le point M, el corres- 
pondant à d'autres sommets représentés para:,, j/, et z,, x^^ 
î/sCt Zj, elc..., donneraient des relations analogues. On 
peut donc y remplacer ces coordonnées particulières par 
les coordonnées courantes, et l'équation du lieu cherché 
sera 

AarÇ-h A'i/„4-A''3Ç-hB (»/;4->7-)-f B''(a:Ç-f 3|) -f B" [xn -{-pj) 
-f-C(a;+Ç) + C'(î/+>î)+C''(3 + Ç) + E=-0. 

Le lieu cherché est donc un plan : de plus, V équation 
de ce plan polaire est de même forme que celle du plan tan- 
gent. Ainsi cette équation est 

a;D|-hMD>j+2DçH-Di=0. 

177. Cette propriété a déjà été observée à la fin du 
§ i 73, dans le cas où l'on peut mener par le point donné 
une série de plans tangents, c'est-à-dire où ce point est le 
sommet d'un cône enveloppe. Alors, par l'identité des 
équations, on voit que le plan polaire du sommet d'un cône 
enveloppe est celui de sa base de contact. 

i78. Au lieu d'être intérieur ou extérieur à la surface, 
si le point donné M est sur la surface elle-même, le plan 
polaire se réduit au plan tangent^ ainsi que le cône enve^ 
loppe. 

179. Variables -implicites. — L'équation d'une surface 
du second degré ne se présente pas toujours sous la forme 
ordinaire 

Aa:«+A'î/«-|-.... = 0; 
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elle présente quelquefois les carrés ou les produits de va- 
riables implicites du premier degré, dont la forme géné- 
rale est 

On en profitera pour trouver plus facilement l'équa- 
tion du plan tangent ou polaire d'un point donné, sans 
être obligé de développer celle de la surface. 

Les coordonnées du point donné étant x^yy^,z^^ on ob- 
serve que Téquation symétrique du plan cherché, 

se forme au moyen de celle de la surface quand on change 
un carré x* en un produit xx^, un double rectangle ^yz 
dans la somme de produits t/a^ -H isj/j et une quantité du 
premier degré 2x en X'{'X^; le terme indépendant ne 
change pas. 

Cette* même règle s'applique aux variables implicites 
telles que a; — p^, x — a, etc., ou, en général, 

en effet, on peut toujours imaginer que Ton prenne pour 
un plan de coordonnées celui qui a pour équation 

ax-\'^y-\-yz-{-S=0. 

Alors les distances parallèles à celui des trois axes qui ne 
sera pas dans ce plan s'exprimeront en fonction de cette 
variable implicite : c'est ainsi que les distance,s parallèles 
aux X s'expriment par cette lettre, parce que x = 
donne Téquation du plan des zy. 

180. Par exemple, l'équation générale d'une sphère 
étant 

R2 = (a; — Xof -h {y — tjo)* 4- (s — 2o)* 

+ -2cost^2(t/ — t/o) (2 — -o) 

-h2cosa;» (x — Xo) (« — ^o) + ^cosxy{x^Xo) (y — y©)» 
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celle du plan tangent ou polaire d'un point qui a pour 
coordonnées x'^ y\ ^ sera 

R4 = (a; — xo) (a-'— a:o)-h (y— yo) (y' — î/o) -4- (s— ^o) («' — ^o) 
H- 2C0SÏ/3 î(y — yo) (2' — ^o) + (2 — so) (y'— !/o)! 
-h Scosaîi j(a;— x©) (s — Zq) H- (5 — s©) (a:' — ^o) \ 
'\-2cosxy {(it— JJo) (î^— î/o) + (y— Vo) (a^'— a;o)j. 

181. Ptwpriétés du plan polaire. — Le plan polaire 
d*un point donné M est encore le lieu des polaires de ce 
point dans toutes les sections qui y passent. 

En effet, imaginons par le point M une section de la 
surface, et dans cetle section une corde MAB qui la 
rencontre aux points A et B; enfin, menons à la sec- 
tion, en A et B, les tangentes qui se rencontrent en S 
dans ce même plan, où S sera le pôle de MAB : il est 
clair que S sera aussi le sommet d'un cône enveloppe, 
et sera, par conséquent, sur le plan polaire de M. Dans 
la même section menons une autre corde MA'B' qui 
donne deux autres tangentes dont le point de concours 
S' est encore sur le plan polaire de M. 11 en résulte que 
ce plan contient la droite SS'. 

Mais le point S' est le pôle de MA'B' dans le plan de 
la section, de même que S celui de MAB; donc SS' est 
la polaire de M dans cette section, et cetle droite est sur 
le plan polaire. Il en serait de même pour toute autre 
section passant en M. 

182. Soit N le point où MAB coupe la polaire SS' 
de M; on sait que M et N divisent harmoniquement AB. 
Comme SS' est sur le plan polaire de M, il en résulte 
que ce plan est encore le lieu des points conjugués har- 
moniques du point donné, par rapport aux deux points 
où une droite, partant de ce pdint^ perce la surface. 
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183. Si Von mène par un point une série de plans, les 
pôles de ces plans sont hur le plan polaire du point 
donné. 

En effet soient x\ y' et z\ x", y" et z", etc., les coor- 
données des pôles de différents plans passant au point 
donné M qui est représenté par x^ j/^, «j, on a 

ka/Xi -h AYy, H- . . . = 0, Aafx^ -f KYVi -h . . . = 0, etc.... 

En effet on sait que le plan dont le pôle a pour coor- 
données x', y\ 2', est représenté par l'équation 

Ax'x -h Ayy 4- . . . = 0, 

e\j par hypothèse, ce plan passe en M. 
Donc tous ces pôles satisfont à l'équation 

KxXi -h A'yyi -4- . . , =: 0, 

qui est celle du plan polaire du point M. 

184. Réciproquement, si Fon construit les plans po- 
laires de tous les points dhin pla^i donuéy ces plans pas- 
sent par le pôle de ce plan donné. 

En effet, le plan polaire de M ayant pour équation 

Axar,-4-A'yy,-h...=0, 

soient x', j/', z' les coordonnées d'un point de ce plan, 
on a la relation 

Ax'Xi -h Ayi/j 4- . . . = 0. 

Donc réquation du plan polaire de ce point, qui est 

Aa;'a;-hAyy-f ... =0, 

sera satisfaite pour les coordonnées de M. 

185. Il est facile de reconnaître quand un plan 
polaire coupe ou ne coupe pas la surface donnée. Si 
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le pôle est tel, qu'on puisse y faire passer des plans 
tangents, le plan polaire coupe la surface, comme on le 
sait, suivant la base du cône enveloppe qui a pour 
Sommet le pùle. Mais si le pôle est intérieur, c'est-à- 
dire s'il n'y passe pas de plans tangents, le plan polaire 
est extérieur à la surface, c'est-à-dire qu'il ne la ren- 
contre pas : en effet, s'il la rencontrait, cette section 
serait la base d'un cône enveloppe dont le sommet 
serait le pôle, ce qui est contraire à l'hypothèse. 

186. Plan polaire relatif à un cône. — Supposons que 
le centre ou sommet du cône soit à l'origine, on a l'équa- 
tion de ce cône en faisant C, C, C" et E nuls dans l'équa- 
tion générale du second degré. 

Celle du plan polaire devient 



Xxxi-hk'yyi -f ÂTzz^ -h B {yzt -h 5i/,) -h B'(a;^j -f sa-i) -f W'{xyi -h yxi) = 0; 

donc tout plan polaire au cône passe par le sommet. 

Observons que le plan polaire d'nn point de Vespace, 
relativement au cône^ est le même pour tous les points de 
la droite^qui joint ce point au sommet. 

En effet, cette droite ayant pour équations 

a y z r 

a b c p 

on aura pour jlé pôle les relations 

at\ • bVi ^_ cr^ . 

S'i — ---> î/i — —-y z-i — —--, 

P . P P 

donc la valeur particulière j\ disparaît de l'équation du 
plan polaire. 
Cela démontre le théorème précédent, qu'on peut 

m 

encore énoncer de la manière suivante : 
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Quand la surface donnée est un cône, un plan polaire 
ne correspond pas seulement à un point, mais à une droite 
passant au sommet. 

Ainsi, élant donnée une droite centrale du cône, on 
trouve son pion polaire, et réciproquement. 

187. Pour le cylindre, le plan polaire passant toujours 
au sommet, qui est à l'infini, sera parallèle aux géné- 
ralrices; de même la droite qui sert de pôle sera aussi 
parallèle aux génératrices, par la même raison. 

Il suffira donc d'étudier ce qui se passe dans une 
courbe suivant laquelle le cylindre est coupé par un 
plan quelconque. 

D'ailleurs, pour le cône comme pour le cylindre, le 
plan tangent contient la génératrice de contact, puisqu'il 
en contient deux points, qui sont d'abord le point de 
contact lui-même, et ensuite le sommet à une distance 
finie ou infmie, ce qui tient à sa qualité de plan polaire. 

188. Plan polaire du centre. — Nous avons trouvé 
pour équation du plan polaire 

en indiquant par x^, j/^ z^ les coordonnées du pôle. 

Mais si ce pôle est le centre de la surface, on sait 
que Da;p Dy^ et D^i sont nuls; il resterait donc 0^ = 0^ 
ou bien Cx^ -+- C'y^ -4- C% h- E = 0, ce qui n'est \rai que 
si la surface est un cône. Dans le cas général, le plan 
cherché n'existe pas, c'est-à-dire que le plan polaire du 
centre est à linfini. 

189. Donc, d'après un théorème précédent, tout plan 
passant par le centre a son pôle à Vinfinu 
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Par conséquent aussi, pour tous les points d'une section 
centrale^ les plans tangents sont parallèles^ car leurs points 
de rencontre, s'ils en avaient, seraient sur le plan polaire 
du centre. 

Cela se généralise par le théorème suivant : 
Les plans polaires de tous les points d\ine droite cen- 
trale sont parallèles entre eux. En effet, par cette droite 
menons une série de seclipns : dans chacune d'elles, par 
un théorème connu sur les coniques, les polaires de deux 
points A et A', pris sur la droite donnée, sont parallèles 
entre elles. Donc les plans polaires de ces points seront 
les lieux de deux séries de droites respectivement paral- 
lèles, ce qui démontre le théorème. 
X Enfin, aucun plan tangent ne passe par le centre y 
puisque le point de contact, qui est à une distance finie, 
est le pôle de ce plan. Seulement, il y a exception pour 
le cône, puisque tous les plans tangents passent au con- 
traire par le sommet, qui est le centre. 

190. Polaires conjuguées. — Soit AB une droite par 
laquelle passent plusieurs plans P, P^, P,..., le plan 
polaire de A passe par les pôles de ces plans : il en sera 
de même pour le plan polaire de B; donc tous ces pôles 
sont sur une ligne droite, intersection de ces deux plans 
polaires. 

Soit A'B' cette droite; elle serait la même pour deux 
points quelconques de AB : donc les plans P', P\, P'j... 
qui passent en A'B' sont les plans polaires des points 
de AB. Ainsi, réciproquement ^ les plans P, P^, Pg... 
qui passaient en AB étaient les plans polaires de tous les 
points de A'B^ : par conséquent, AB appartient aux plans 
polaires de tous les points de A'B'. 
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On a donc ce théorème : 

Les plans polaires de tous les points iVnne droite AB 
passent par une même droite A'B', ei réciproifuemeut, les 
plans polaires de A'B' passent en AD. 

191. On peut demander la condilion nécessaire pour 
que deux polaires conjuguées soient dans un même plan, 
c'est-à-dire se rencontrent en un point M. Si cela a lieu, 
le plan polaire de M, considéré comme appartenant à AB, 
passe en A'B', d'après le théorème précédent; alors le 
plan polaire de M passant en ce point même, ce plan est 
tangent en M. 

Par conséquent, si un plan contient deux polaires 
conjuguées, ce plan est tanyetit à leur point de rencontre : 
donc aussi la polaire conjuguée d'une tangente est une 
autre tangente qui a le même point de contact. 

On en conclut encore que deux polaires conjuguées ne 
peuvent être parallèles^ à moins qu'elles ne se confondent 
en une seule. 

¥1. CO!VE CIVWELOPPE DE SOMHIET DOWNÉ. 



19i. On a vu qu'on appelait ainsi Tenveloppe des 
plans tangents menés d'un point donné à une surface 
du second degré et que la courbe de contact était dans 
le plan polaire du point donné. 

Maintenant, étant connues les coordonnées x^, y^, %^ 
du sommet, il faut avoir l'équation du cône enveloppe ou 
circonscrit à une surface du second degré. 

Or, si l'on pose 

d'où 
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ainsi que 

2F = a: Dxi -I- y Di/i -«- i D^i -h Dj 

OU bien 

F = X (Aa;j -f- B'3j -h B'^j + C) -f- . . . = Aa; jjj -h Vy î/, -f- . . . , 

je dis que l'équation cherchée est 

Je dis d'abord que cette équation est satisfaite pour la 
courbé de contact qui sert de base au cône et qui appar- 
tient à là . fois à la surface et au plan polaire du som- 
met. En effet, si l'on a à la lois f=0 et F = 0, il est 
clair que ç = 0. 

Ensuite, il faut prouver que le point donné est le centre 
de la surface représentée par ç=0. Pour cela, on sait 
qu'il suffit de prouver que les trois dérivées ç'^^p ç'^^, 
9';5^ sont nuls sur ce point. 

Or 9^i=FD^i— /;D,; mais, pour X—-X,, î/=î/p 
z==z^ on a D^=D,4 et aussi f^^^f^ comme il est 
facile de le vérifier : donc alors ç'^^ = et il en seniit 
de même pour les deux autres dérivées. 

Enfin il reste à prouver que ce centre est sur la sur- 
face, qui dès lors sera le cône en question. En effet, 
l'équation indiquée devient pour ce point 

193. Mais l'équation du cône doit s'écrire au moyen 
de droites qui passent à son sommet, c'est-à-dire qu'on 
peut l'amener à n'avoir d'autres variables que \==x — x^^ 
Y = î/ — t/^ et ï = z — z^. Nous allons la chercher direc- 
tement sous cette forme. 

Les équations d*une génératrice étant donc 

GÉOM. ANALf B. ET II. 9 
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nous poserons, dans Téquation f = de la surface, * 
On obtient alors 

Z* {A/x« 4- AV;^ A" -h2Bv + 2B>-h2l>Vv) 
-f-2 Z{ya ( Ax,-f B^y , -+- B'sj-hC) H- v ( A'y ,-h B'^x, -h Bs ,-h C) 

H- A''3,-f-Byj4-B'a:4+C''} -f-A=0. 

Comme la génératrice du cône est langerite à la surface 
donnée, les racines de cette équation en Z sont égales, et 
il vient : 

{/«(Aj,-f-B''yi4-B'5,-+-C)4-v(A'yi-hB*a:,-f-Bi,-f-C'). 

-hrs.-hBy.H-B'x.H-Ct» 
= /; (A/i« -h AV + A*-f 2Bv-h2BVH-2BVv), 

équation qui donnera celle du cône cherché en remettant 
les valeurs p. == y t v =: ^. On a donc 

^XDxi -h YDy, -+-ZD,0' = A ( AX« -h A'Y» -h A'Z» -+- 2BYZ-f- ÎB'XZ -h 2B*XY): 

en remettant pour X, Y et Z leurs valeurs, et développant, 
on retrouverait l'équation F^ — ff^=0, ou bien 

{ X (A«4 4- B^y, + B'ij -hC) H-y (A'y^ + B-'a:, -f Bs, + C) 

-MtA'^i + By, +B'3,+ Cr)-I- Ca;,-hC'y, H- C%-h E î* 
= ( Aa;« -f Ay -f A'i* + 2By5 + SB'xs + 2B''ary -f- 2Ca; -+- 2C'y + 20"^ -f- E) 
( Axj« 4- k'y * H- A's,» -f. 2 By j3, + 2B'a;,2 , + 2B"a:^, -f * i .r^ 

-f2C'»/,-+-2C'';:,-fE). 

Mais le raisonnement qu'on a vu ci-dessus évile ces cal- 
culs « 

194» Cylindre enveloppe. — Considérons maintenant le 
cylindre dont toutes les génératrices, que Ton suppose 
avoir une direction donnée, sont langentes à la surface. 
Cela revient à admetlre que le sommet du cône passe à 
l'infini* Voyons alors ce que devient l'équation F* — /if^=0» 
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En posant - = i* , ^* = v , on peut écrire, en général : 

-ha^A^+Bv-f-BV+^^jj 



et 



/•A^/V (A/i«4-AV+A^-f2Bv-f-'iBVH-2BVv + ^^^"^^''"^^ .+-,V 

Donc, supprimant le facteuraj^'cians TéquationP— /yi= 0, 
puis faisant z^=z oo ^ il reste 

|x(A/ii + B''vH-B')4-»/(A'vH-BV+B)4-5(A" + BvH-BV)j* 
=^ (Ax« + Ay -hA^s" + ^Bys 4-2B'i:3H- ÎB^xy + 2Cj;H-2C'f/H-^C": + E 

;A^a- + A'v« H- A» 4- 2Bv -h2B> + 2B>y) . 

et je dis que c'est l'équation cherchée du cylindre, les 

X il 

limites [x et v de — et de — étant les coefficients angulai- 



z, z, 



res donnés des génératrices. 
En effet, l'un de ces coefficients angulaires est 






A la limite, le second membre se réduit à [/. = lim -* ; de 

même - — — se réduit à v=lim - . 

z — z, z, 



195. L'équation de ce cylindre doit aussi se mettre 
sous une forme où il ne reste d'autres variables que les 
quantités x — j/.^ = X et t/ — n= Y. 

Pour y parvenir directement^ nous poserons dans l'é- 
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quation de la surface a;=[jJ5-i-X, Y=v%-\-\, ce qui 
donne 

3« ( .4/*«-h A'v» -f- A" -h 2 Bv -h 2BV -f- 2B V) 
-+-25JX(Aju-hB''v-+-B')-4-Y(AVy + BV + B)4-CaH-C'yH-C''j 
+ AX* -h AY'« 4- 2B''XY H- 2CX + 2C'Y4- E = 0. 

Les généralriccs étant tangentes, cette équation en 2 a ses 
racines égales, ce qui donne 1 equalion cherchée : 

j X W-|-BS4-B')-»-Y (A'v-+-BV-f-B) -h Ca + C'v + C j^ 
= (\X«-h A'Y* -h2B''CY + 2CX -h 2C'Y+ E) 
X (.V+A'y« + A''+ 2Bv-f 2B>-f-2BVv). 

On sait que la courbe de contact d'un cône enveloppe 
est sur le plan polaire du sommet. Pour le cylindre, ce 
sommet étant à l'infini, il faut, dans l'équation du plan 

polaire, Axx" H- A W -^ ... = 0, poser- = |/ , ^ = v , puis 

2' = 00 . Alors on a pour équation du plan de contact 

KfjiX -H A'vî/ H- k"z 4- B (sv -h y) 

-f- 1/ [za -f- x] -+- B" {/xy -4- vx) -h Ca +C'v 4- C" = 0, 

plan qui passe par le cenire de la surface» comme cela 
doit être, car, siC = C' = C" = 0, on voit que l'équation 
est satisfaite \)ixr x = y = z=^0. 

196. Cône asymplole. — Nous avons vu qu'aucun plan 
tangent, et par conséquent aucune tangente, ne passait 
au centre. Si donc on prend le ceijitre pour sommet du 
cône enveloppe, les points de contact sont à l infini; c'est 
ce qu'on appelle le cône asymptote de la surface. 

Il faut donc voir ce que devient l'équation F* — ffi= 
quand x^y j/^ z^ représente le centre. 

Dans ce cas, comme D^^ D^^ et D^^ sont nuls, pn a 
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Par la même raison 

/•, = ra;,-f-C'y,-+-C''3,-|-E. 

Supprimant ce facteur, il reste 
OU bien 

-f- 2Cx H- 2C'y H- i Cî = Cx, -f C'^i + C*/ „ 

c «r E disparaît de part et d'autre. 

Du reste, Cx. -4- C/m. -h C% = 

197. Si l'origine est au centre, où C, C, C" sont nuls, il 
reste Ax* -f- A Y + AV H- ^Byz -f- 2li'xz -f- SB^xi/— 0. 

Alors Féqiialion de ce cône ne diffère de celle de la 
surface, également rapportée au centre, qu*en ce que le 
terme indépendant a disparu. Dans ce cas, le calcul di- 
rect est facile. 

L'équation de la surface est 

Aa:« -f Ay -f . . . -f 2B''a:2/ + E = ; 

alors soient 
on a 

A/tS+A'y^+A^-h^Bv-f 2B/*+2B''v/A+ ~ =0 : 



^« 



pour z=<x> , le dernier terme disparaît; doue en remet- 
tant 

tt= - etv = - 

■ -% ^ 

N. 

on retrouve le résultat précédent. 

198. Cas où la surfaœ est un cône ou un cylindre. — Si 
la surface donnée est elle-même un cône, nous allons voir 
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que le cène enveloppe se réduit à fensemble de deux plans 
tangents dont Vintersection est la droite qui joint le point 
donné au sommet du cône donné. 

Mêlions l'origine au sommet du cône donné (g i 66) ; Té- 
qualion F* —/jr4 = devient alors, Xp j/^ z^^ représentant 
toujours le point donné, qui ne fait pas partie de la surface, 

— ( Ax«-|- Ay -f- A'.s» H- 2By3 -f Ih'xs -f SB^a-i/) 

X [Ax* 4- A'j/,* -f- A''2,« + 2ni/,5, -f- 2B'j:,^i -h2B'a:,î/,) =0 

et Ton reconnaît facilement qu'elle se réduit à : 

(B2_ A'A'') [yz, -sy,)« -h (B'« -AA^) (a:.-,— ^ar,;* + (B"» - AA') a^y, —yx^]^ 
— 2AB (aîy, — ya:i) {xz^ — îar,) - 2A'B' (ya-, — ary,) (t^3, — zy^) 
— 'iA^B^lsa;. — ar^,) (îJ/, — î/5,) = 0. 

Les équations de la droite en question étant — = - -- —, 

^1 Vi "i 

on aura, pour tous les points de cette droite, 

2^2i — -yi = 0, xZi'-zx^—O, xy^ — yx'^=0; 

ainsi cette droite fera partie du lieu cherché. 
Soit x%^ — zx^=oL, yz^^ — ^!/i=P on aura 

par l'élimination de z. Divisant donc toute l'équation 

par p* et posant X = -, on aura une équation de second 

degré en X et chaque racine donnera lun des plans tan- 
gents. 

199. Si le sommet du cône donné, au lieu d'être l'ori- 
gine, a pour coordonnées x,,y^,z^, il faudra, dans l'é- 
quation précédente, remplacer x, y et 2 par a; — x^ , y — j/^ 
et z — z, et X,, y^,z, iparx, — x,, 1/4 — 1/0, ^1 — ^o» en in- 
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cliquant toujours par x^ , y^^ 2^ les coordonnées du point 
considéré comme sommet du cône enveloppe, lequel dé- 
génère ici en deux plans qui se coupent. 
Alors 

ou bien 

de même 

et 

xyt—y^i=^ (2/1— yo)— y i^i—^) h- ^tyo—yi^o- 

200. Supposons maintenant que le cône donné dégé- 
nère en cylindre, il faut voir ce que deviennent ces quan- 
tités quand jp^, j/q, z^ sont infinis. Avant cette supposi- 
tion, on a 

De même, le facteur z^^ se trouvant aussi dans ^ et dans 
xy^ — yx^^ qui est donné par l'égalité 

sera en évidence. Alors la limite de — -pouri?o=oo 
sera X =x — x^ — p. (» — z^), en posant, comme on la vu 
ci-dessus, u. := lim -". 

De même, soit v= lim— on aura 

lim — ^^=:Yr=y-yj_-vf3-3,), 

[jL et V étant, comme on le sait, les coefficients angulaires 
des génératrices du cylindre donné. Enfin on aura 

Par conséquent on aura l'équation de la surface enveloppe 



\ 

\ 
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au cylindre au moyen des seules variables X et Y. Il est 

clair que cette surface contient la droite menée du point 

donné par ses coordonnées x^^ y^^ z^ parallèlement aux 

génératrices du cylindre, car X=0 et Y=0 sont les 

équations de cette parallèle^ 

X 
Si l'on pose X=^, il reste une équation du second 

degré en a, ce qui donne deux plans tangents dont Tin- 
terscction est la parallèle indiquée. 

¥11. PLANS DIAMÉTRAUX. 

201. Étant donnée une surface quelconque et une cer- 
taine direction de cordes parallèles, on appelle smfttce 
diamétrale le lieu géométrique des milieux de ces cordes. 

Les équations d'une de ces cordes étant a;=[jL2 + a, 
y=vaH-p, si l'on substitue ces valeurs dans l'équation 
de degré m qui représente la surface, on a une équation 
en % du même degré. Soit %^ la valeur de z qui convient 
au milieu d'une corde, il est clair que 2:5 est la somme 
de deux racines de l'équation en 2, c'est-à-dire que 

-./_! ^n — 9-» 

Il suffit donc, dans cette équation, de remplacer % par 
2;54 — 35 et d'éliminer s, ce qui donnera l'équation cher- 
chée en z^. Comme on peut combiner chaque point d'in- 
tersection avec les m — 1 autres, l'équation en z^ aura 

m(m — 1) 

— —çi — ■ racines. 

Ensuite on écrira dans cette équatior\ 
ce qui donnera l'équation de la surlace diamétrale. 
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202. Si )H= 2, Q = 1; ainsi, quand la surface 

donnée est du second degré, les surfaces diamétrales 
sont des plans, mais nous allons les trouver directement. 
En substituant a;=[jL2-h a, t/=v2 -h p dans l'équation 
d'une surface du second degré, on a Téquafion 

a* (A/A« 4- A'v« -h A" 4- 2By 4- 2B> 4- SB'/xv) 
4- 2i j a (A/*4-B%4-B') 4-^(A'v4-BV4-B) 4-C^4-C'v4-C«' j 
4- Aa«4- A',3«4-2B''a^4-2C«4-2C'a4-E=0. 

Soient x^^y^^ z^ les coordonnées du milieu de la corde, 
la théorie des équations du second degré donne 

^ _^ _ a(A/a4-B%4-B^)4-^(.Vi>4-BV4-B)4-CM4-C^v4-C^ 
^^ ~ A/A« 4- A'v* 4- A" 4- 2B»4- 2BV -h ïB^v 

Pour avoir le lieu cherché, quels que soient a et p, il 
faut remplacer réciproquement ces quantités parXj — [>,z^ 
Vi — vZj; réduisant, on a l'équation cherchée: 

X (A/A 4- B'v 4- B') 4- y (A'v 4- B V + B) 
-|.3(A''4-Bv4-B»4-C^i4-C'v4-C'' = 0, 

où nous avons supprimé les indices. 

Cette équation peut encore se mettre sous la forme : 

/t(Aar-|-B»y4-B'î4-C)4-v(A'î/4-B''a:4-B3 4-C')-l-A'34-B'a;4-By4-C'' = 0, 

c'est-à-dire 

Il en résulte que tous les plans diamétraux passent par h 
centre j pour lequel D,=0, Dj, = 0, D,=0. 

205. Réciproquement tout plan passant par le centte est 
un plan diamétraL Pour le démontrer, il suffit de calculer 
les coefficients angulaires [jl et v des cordes que ce plan 
partage en portions égales. Prenons le centre pour ori- 
gine, Téquation de ce plan sera de la forme 

Mar4-Nj/ 4^3 = 0; 
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donc, d'après ce qui précède, on a 

,._ Aja4-B^-hB^ j^_ A^H-BV4-B 
A-' + Bv+Bv' FTbTTB^' 

ce qui donne 

_ M(A^A*^>-B*)4-NlBB^— A^B^) + BB^-^A^B^ 
** "~ M IBB" — A'B') + N (B'B" — AB) -♦- AA' — B"» 

el 

_ M (BB^— A*^ B* 1 +N (AA*' --B^) + B^B'' — A B 
" "~M(BB'' — A'B') -h N (B'i"— AB) -h AA' — B"** 

On dit donc que ce plan diamétral est conjugué à la direc- 
tion de ces cordes, et réciproquement. 

204. Cherchons si cette direclion<le cordes peut jamais 
être parallèle au plan diamétral conjugué. L'origine étant 
au centre, l'équation de ce plan sera 

arlA/i-f-B^v+BO -hy (A'v -HBV-f- B) 4-3 (A^-f-Bv + By) = 0. 

Les équations de la parallèle menée du centré aux cor- 
des conjuguées étant a; = |jls , {f=v2, on a Téquation de 
condition 

/ui(A/ji-hB%+B')-hv(A'v + BV-f-B)-f-A''-f-1îv+B>=0, ^ 

OU bien 

A/ii»-|-A'i»«-f A''-f2Bv-f2B>-|-2BVv=0. - 

Ainsi cette droite sera une génératrice du cthie asymptote^ 
puisque Téquation de ce cône est 

Aa:«-|-Ay-|-A''3«-f 2By3-i-2B'aî2-|-2B^a:2/=0. (g 197) 

/ 
/ 

L'équation du plan sécant suivant cette génératrice, 

pour chacun des points de laquelle ona-j=:[i.,^=v, 

sera étidemment celle que nous venons d'écrire et qui 
revient à 

ar(Afl:'-|-BY-fB's')+y(Ay-fB''a;'-|-B«')-f2lA^V+By'-fB'a-')=0. 
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Ainsi ce plan diamétral est tangent au cône asymptote sui- 
vant cette même génératrice. 

205. En dehors de ce cas exceptionnel, nous rappelle- 
rons que les coordonnées x^ , i/^ , z^^ sont toujours réelles, 
même quand les extrémités de cette corde sont imaginai- 
res. En effet, dans une série de cordes parallèles, les unes 
peuvent rencontrer la surface et les autres ne pas la ren- 
contrer. 

206. Surfaces depourvties de centre. — Cherchons dans 
quelles circonstances un plan diamétral peut être tout 
entier à l infini. Pour cela il faut évidemment que les 
coefficients de x^ de y et de 2/dans l'équation du § 202, 
soient tous nuls, c'est-à-dire que l'on ait 

En les combinant deux à deux, on a les valeurs 

_ A^B^— BB* __ A'^B^— BB^ _ B«— A^A^^ 
^ ~ B"» — AA' — AB — h'B" ^ A'B' — BB" ' 

_ AB — B^B"" _ A'^B^— BB^ __ B^ — AA'^ 
^ — B''«— AA' ~" A'B' — BB" " AB— B'B" ' 

qui sont liées par l'équation de condition 

• m=AB«-hA'B'«-hA''B''«— AA'A''--"2BB'B"=0, 

ce qui, comme on Ta vu, indique l'absence d'un centre 
unique. 

Seulement cela ne veut pas dire que tous les plans 
diamétraux d'une telle surface soient à l'infini : au con- 
traire, cela n'arrive que pour les valeurs particulières 
données à jx et à v dans les relations précédentes. 

207. Cependant on peut obsefver alors que tout autre 
plan diamétral situé à une distance finie est parallèle à 
cette direction particulière. 
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En effet, soit 

X (A/i'-f B'v'H- B') -H %j {V/+ B"/ -^ B) 
+ s(A'-t-B-/-f B'/)-i-C^'-hC'/-f Cr^O 

l'équation d'un plan diamétral conjugué à une direc- 
tion dont |jl', v' sont les coefficients angulaires et cher- 
chons rintersection de ce plan avec une parallèle à la 
direction repj'ésentée par ^ et v. 

Il faut substituer x = [a^s 4- a, j/ = v2 -f- p et le coeffi- 
cient de % sera 

/* (A/ 4- B' •/ + B'] -h V (A' v' -:- B" ^' + B) H- A" -f B/ 4- B'/ 
= / (A/* -f- B^v 4- B') -h V (A'v -f. B"/* -h B) -+ A'-h BV + Bv = 0. 

Donc, d'après les relations précédentes, le coefficient de % 
étant nul, la rencontre n'a lieu qu'à Tinfini, 

VIII. DIAMÈTRES. 

208. On appelle diamètre l'intersection de deux sur- 
faces diamétrales; c'est donc toujours une droite dans 
les surfaces du second degré, où ces surfaces sont des 
plans. 

Si la surface donnée a un centre, il est clair (§ 203) 
que tous les diamètres passent par le centre. 

On dit qu'un diamètre est transverse quand il ren- 
contre la surface, et non-transverse^ dans le cas contraire. 

209. Nous avons vu (g 158) que les centres d'une série 
de sections parallèles sont sur une droite : nous avons 
même reconnu, d^ns le courant de la démonstration, 
que cette droite était l'intersection de deux plans dia- 
métraux, correspondants à dçux directions conjuguées 
entre elles dans ces sections : donc cette droite est un dia- 
mètre de la surface. 
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Du reste, le centre d'une section ne varie pas . avec 
la direclion des cordes qui s'y trouvent divisées en par- 
ties égales; il en sera donc de même pour la ligne des 
centres dans les sections parallèles : ainsi, deux autres 
directions, même non conjuguées, parallèles aux sec- 
tions, donneraient le même diamètre. Un dit alors que 
les plans parallèles à ces sections et le diamètre corres- 
pondant sont conjugués ensemble ; cherchons donc la re- 
lation entre la direction de ces plans et celle de leur dia- 
mètre conjugué. 

Considérons les plans diamétraux: des directions sui- 
vant lesquelles le plan donné des sections est coupé 
par deux plans arbitraires que nous supposerons, pour 
plus de simplicité, être ceux des xz et des j/^; nous 
savons que rinterseclion de ces plans diamétraux sera 
le diamètre cherché. 

Soit 2-|-MiC-f-Nj/-f-P = Téquation d'un de ces 
plans dont la direclion est déterminée par les coeffi- 
cients connus M et N; le plan des xz ayant pour équa- 
tion j/=0, Tautre équation de son intersection avec le 

plan donné sera x = — ^ — -^ el Ton aura l'équation 

du plan diamétral correspondant (g 202) en donnant aux 

1 ^ 

coefficients angulaires les valeurs — xi et 0. 

Cette équation est donc 
ou bien 

X (B'M — A) 4- y (DM — B") + 2 ; A"M — B') -f- CM — G = 0. 

Ce plan devant contenir le diamètre cherché dont nous 



X 
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représenterons les équations par x = [x%, y = v^, en met- 
tant l'origine au centre et posant C=0, C'=0, C"=0» 
on aura la relation 

/t ^B'M — A)-f- V (BM — B») -^ A-'M — B' = 0, 

d*uù Ton lire 

~ B> 4- B V H- A"' 

En considérant la seclioiv par le plan des yz, on aura 
symétriquement 

B'^tt + Bv-hA"" 

Ce sont les valeurs déjà obtenues au g 203. 

Par conséquent le diamètrey lieu des centres des sec- 
tions parallèles à un plan diaméiraly est parallèle aux 
cordes que ce plan divise en parties égales, 

210. Il en résulte encore que toute droite passant par 
le centre est un diamètre^ puisque l'on peut toujours en 
conclure la direction des plans conjugués. 

' 211 . Diamètres conjugués (fig. 20). — Soit OA le diamètre 
conjugué avec les sections parallèles CBC, CiB^C\ et ad- 
mettons, comme aux g§ 157 et 158, que OC, OB soient 
deux diamètres conjugués d'une de ces seclions. 

Supposons de plus que soit le centre de la sur- 
face : alors COB sera un plan diamétral qui, d'après 
ce que Ton vient de voir, divise en parties égales les 
cordes parallèles à OA. Du reste, on sait déjà (§§157 
et 158) que le plan AOB divise également les cordes 
parallèles à OC, et AOC les cordes parallèles à OB. Alors 
les trois droites OA, OB, OC forment un système de dia- 



SURFACtS DU SECOND DEGRÉ. 145 

mètres conjugués^ c'est-à-dire que le plan de 4eux d'entre 
eux divise en parties égales les cordes parallèles du 
troisième. 

212. 11 est clair qu'un diamètre ne peut faire partie 
d'un système de diamètres conjugués quand il se trouve 
dans le plan des deux autres ; c'est ce qui n'arrive que 
pour l'exception du § 42. Ainsi une génératrice du cône 
É^symptote ne peut fairtî partie d'un système de diamè- 
tres conjugués. 

m 

213. Le centre de la surface étant pris pour ori- 
gine, nous représenterons les équations de trois dia- 
mètres conjugués par 



X y :■ 


X y z 


.r y 3 


a b c 


a' b' c'' 


a" l" c" 



Nous avons vii que le plan mené par le centre paral- 
lèlement aux conjugués du diamètre représenté par 

a b c 

avait pour équation (§ 202) 

X [Xa 4- B'fr -+- B'c) 4- y [X'b -h B" a + hc) -+- 3 (A^'c + B'a + B^) — - 0, 

puisque C, C, C" deviennent nuls. 

Or, ce plan devant contenir le second diamètre qui a 
pour équations 



«' b' 

c 

on a 



/ ** y — ^ *» 



fl' (Aa -h h^b + B' c) + b' (A'^ + B"» -1- Bc) + c" (A" c -+- B'« + tib) = 0, 

ce qui revient à la relation symétrique 

A««'-i- A^^6'4- A^c-c'-t- B [bc'-^b'c) -f B' [ac'-ha'c] + B" {ab' + fi'b)^0, 
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On a par analogie 

Aflrt" -h A' 66" 4- A» et-" 4- B (^ cr" -h 6" c) 
-h B' [ac^ -f- a"c) + B" («6" 4- «''6; = 0, 

et 

Aa'rt" -f- A'6'6"4- A'c'c' -f B (6'c" -|- 6"c') 
+ B' («'c» -f a" c*) -f B («'6* -f a" b') = 0. 

Telles sont les trois équations nécessaires el suffisantes 
pour établir un système de diamètres conjugués. 

On 'comprend que chacune d'elles signifie que deux 
de ces diamètres sont conjugués enire eux dans leur 
plan. 

Comme ces relations n'existent qu'entre les directions 
des diamètres conjugués, elles sont toujours vraies, 
même quand C, C, C" ne sont pas nuls, c^est-à-dire quand 
le centre n'est pas pris comme origine. 

214. Diamètre passant par un point donné. — Soient 
A\, j/p 2^ les coordonnées d'un point quelconque, môme 
n'appartenant pas à la surface; comme ce diamètre 

K K' 

passe aussi au centre dont les coordonnées sont—, —, 

'^ mm 

K" 

— (g 162), les équations du diamètre cherché sont 

K — inx, , , 

et 

215. Surfaces dépourvues de centre unique. — Si 
m = 0, il reste 
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donc, dans une surface privée de centre^ les diamètres 
sont parallèles entre eux. C'est ce qu'il était facile de pré- 
voir, d'après leur définition, car Tintersection de deux 
plans diamétraux doit être parallèle à la direction qui 
est commune à tous ces plans (g 207). Seulement il faut 

K K' 

que Ton ait =r^ = [a, et ^, ^= v ; en effet, dans les pre- 
mières relations du § 163, posons m = 0, on retrouve 
les équations en ji. et v du g 206. 

216. De plus, chaque diamètre ne rencontre la surface 
qu^en un point. 

En effet, dans le développement du g 202, obtenu en 
substituant a;= [;J5 H- a, y= viS H- ^ dans l'équation de la 
surface, le coefficient j}e 2" sera 

et deviendra nul pour les valeurs de [a et de v qui con- 
viennent aux diamètres (g 206). Alors, pour obtenir la 
valeur unique de :&, il reste 

23(C/t + C'v+-C'')Aa« + A'^« + 2B''«^ + 2C«+2C'p + E = 0. 

217. Il faut aussi trouver la position du diamètre 
conjugué avec une série de plans parallèles, et réci- 
proquetnent. 

Soit, comme au g 208, ^-f-Mx + Nj/ 4-P = Téqua- 
tiond'un de ces plans; le plan diamétral des parallèles 
à la droite suivant laquelle ce plan est coupé par celui 
des xz, aura encore pour équation 

a;{B'M — A) + 2/(BM--B")-f3(A''M — B'H-CM — 0=0. 

Pour résoudre d'abord le problème réciproque, soient 

a; = [13; + a, j/ = v;5-h3 les équations d'un diamètre 

6ÉOH. ANAL. B. ET U. 10 
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donné; comme il doit faire partie du plan diamétral 
dont nous venons d'écrire l'équation, il faut rem- 
placer, dans cette équation, « et j/ par ces valeurs. Alors 
il reste 

5 jM [B> -f Bv -f A") — (Ajti-f B" y-f BO} 
-+-a(B'M~A)-h^(BM— B^l-fCM— C = 0. 

Les relations qui donnent p. et v font voir que le coeili- 
cient de z est nul; on obtiendra donc 

M _ A«-f-B ''^-fC 
"""B'a + B^+G"' 

el par symétrie 

A^B-f B'^g + C^ 
B'a + B^ + C* 

On trouve ainsi la direction des plans conjugués avec un 
diamètre de position donnée. 

Pour résoudre le premier problème, reprenons la rela- 
tion précédente où 2 a disparu 

a ; B'M -« A) -hp (BM — B") -f C M — C = 0, 

et qui donne par symétrie 

^ (BN — A') -I- «(B'N — B^J-f CN — C'= 0. 

En éliminant, on trouve 

_ M (DC^~ X'C) -f N (B^C^ — CB) + A^C — C^B" 
'^ — M (A'B'— BB") + iN (AB — B'B") -f B^^* — AA' ' 
^ _ K (B^c -^ AC^) -h M (B'^C^— C^B^) -|- AS^— OB'' 
'"* Al (A'B' — BB'')-t- .N (AB- B'B") -+- B"*— AA' " 

ce qui fait connaître la position du diamètre conjugué 
avec une série donnée de plans parallèles. 

IX. PULIVS POLAIRES fif DlAMË^BlBS. 

218. Les droites centrales que nous avons considérées 
ë 189 ne sont autre chose que des diamètres, comme 
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nous l'avons reconnu (§210). Ainsi le théorème indiqué 
(g 189) revient à dire que les plans polaires de tous les 
points d'un diamètre sont parallèleSj ce diamètre conte- 
nant les centres des sections parallèles à ces plans. 

En d'autres termes, un plan polaire est conjugué du dia- 
mètre qui passe par son pôle. 

Si le pôle donné est sur la surface, on sait que le 
plan polaire est tangent en ce point. Donc un diamètre 
est le lieu des centres des sections parallèles au plan tan- 
gent à un point bU ce diamètre rencontre la surface. 

Gomme un diamètre perce généralement la surface en 
deux points, puisque le centre où il passe est le milieu 
des cordes qui le contiennent, on voit aussi que deux 
plans tangents aux extrémités d'un même diamètre sont 
parallèles entre eux. 

219. Surfaces dépourvues de centre unique. — Le para- 
graphe précédent s'appliquera, excepté le corollaire qui 
le termine, aux surfaces où le centre est à l'infini, et 
que chaque diamètre, comme nous l'avons vu (§216), ne 
rencontre la surface qu'en un point. 

Du reste, le plan tangent en ce point sera toujours con- 
jugué du diamètre qui passe en ce même point. 

On voit qu'une surface de cette nature ne peut pas 
avoir, à proprement parler, de système de trois dia- 
mètres conjugués, comme dans les surfaces où ces dia- 
mètres concourent au centre unique : ici, en effet, tous 
les diamètres sont parallèles, comme se réunissant à un 
centre placé à l'infini. 

X. «étvérjltion beh surfaces nu second decré. 

220. On peut résumer ce chapitre en disant quinte 



148 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

surface du second degré est engendrée en faisant mouvoir^ 
sur une conique fixey une conique mobile, parallèle et sem- 
blable à elle-même et de manière que son centre soit toujours 
sur un même diamètre de la conique fixe. 

La seule condition est que la section mobile ait un 
ccnfre unique (§ 160). 

Or, dans 1 équation générale, posons successivement 
x=0, î/ = 0, z=Q et exprimons la condition que les 
sections n'aient pas de cenlre, on a 

B* — A'A'' = 0, B'«— AA''=0, B"*— AV=0. 

La surface n'ayant pas, par hypothèse, de sections 
centrales, à plus forte raison na pas de centre; donc 
m = 0(§165). 

Par conséquent les identités du § 163 deviennent 

AB — B'B''=0, A'B'— BB'' = 0, A^B"— BB'=0. 

De là tirant A, A', A", l'équation générale s'écrit ainsi : 
On peut indiquer par Y=i l'équation 

X y z - 

D "^ B' "^ B" "" "' 

c'est-à-dire prendre pour plan des XZ le plan repré- 
senté par cette équation (§181). De même en indiquant 
par X = l'équation 

«ri 

du plan des YZ, la surface est représentée par Y*=2PX; 
ici P est un coefficient constant. 
On voit alors que la surface est un cylindre parabo- 
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lique dont la base est dans le plan des XY et dont les 
génératrices sont parallèles à Taxe des Z, intersection des 
deux plans indiqués. 

Alors, en effet, cette surface n'a pas de sections à 
centre, mais il est clair qu^elle est engendrée par une 
parabole qui se meut égale et parallèle à elle-même, son 
sommet s'appuyanl sur une droite fixe. 

Mais, en général, soient (fig. 20) CBC, C^B^Cj,... des 
coniques à centre, semblables 
et parallèles, on voit que ces 
centres 0, 0^,... s'appliquent 
sur le diamètre OA de la conique 
fixe CAC, qui peut n'avoir pas 
de centre, car rien n'exige ici 
que soit celui de la surface. 

Les sections 0, 0^,... se rap- 
prochent de l'extrémité A du 
diamètre et, à cette limite, on 
sait que la seclion parallèle se réduit au plan tangent 
en A. 




Fig. 20. 



XI. INTERSECTION DES SVRFACBS DU SECOND DEGRÉ. 



221.. En général, ces surfaces se coupent suivant une 

courbe à double courbure, mais si deux surfaces du second 

degré ont une première section commune plane^ elles en ont 
une seconde. 

Soit M=0, N=0 les équaiionsdes surfaces, etX un 
facteur arbitraire; M + XN = représentera, en fai- 
sant varier X, toutes les surfaces du second degré qui 
passeront par les points communs aux deux surfaces. 
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Par hypothèse, il y a une valeur de X telle, que M H-XN 
soit divisible par un, facteur du premier degré en x, 
î/, 2, ce facteur, égalé à zéro, donnant le plan de la 
première section plane. Le quotient donnera un autre 
facteur du premier degré qui, étant égalé à zéro, repré- 
sentera le plan de la seconde section. Ainsi, pour cette 
valeur particulière de X, l'équation M-f-XN = se 
décomposera dans celle de deux plans qui auront chacun 
une intersection commune avec les surfaces données. 
Ces deux courbes d'intersection se couperont sur Tinter- 
section des deux plans. 

Un, de ces plans, ou tous les deux, peuvent ne pas 
rencontrer les surfaces; de même que deux coniques ont 
souvent des points communs imaginaires. En outre, Tun 
des plans peut être à Pinfini. 

Ainsi soient 

N = a:«-f î/* + 3' — R*=0, 

les équations de deux sphères concentriques obtenues par 
la révolution de deux circonférences; si l'on pose 

R«-R-»+^^ « 

il est facile de voir que le plan qui a pour équation 
% — 2 a sera commun aux deux sphères qu'il coupera 
suivant un cercle. 
Pour avoir Fautre plan, il faut diviser M-+-XN ou 

par :5 — 2a. Le quotient sera 



/ 
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et le reste, qui devra être nul pour que la division réus- 
sisse, donne alors l'égalité 

(1 4- X) {4a*-|-a:« + y«— R«j = R'«— R« - 3'»+ 4aî' = 0, 

à cause de la valeur de a. 

Donc l-f-X=0 etX = — !• Le quotient se réduirait 
à l'égalité impossible %'=0, ce qui exige z=qo , Du 
reste, X = — l donne M — N=0, ce qui fait évidemment 
retomber sur le premier plan. 

Cet exemple ix:ontre, d'une manière générale^ le cal- 
cul qu'il faut faire pour trouver l'un des plans quand 
on connaît l'autre. On divise le polynôme Mh-XN par 
le facteur du premier degré qui correspond au plan 
donné, et l'on obtient, en établissant la condition que 
la division se fasse exactement, la valeur du facteur X; 
d'après cela, le quotient donne l'équation de l'autre 
pian. 

222. Comme cas particuliers, voici quelques tliéo- 
rèmes : . 

1** Si un cône et un cylindre ont un plan tangent com- 
mun, leur courbe d'intersection est plane. 

2® Si deux cônes sont tangents le long d'une généra- 
trice, leur intersection est plane. 

3** Si deux cylindres ont deux plans tangents com- 
muns, leur intersection est plane. 

223. Quand deux surfaces du second degré ont un plan 
diamétral commun^ la projection de leur intersection sur ce 
plaUj parallèlement aux cordes conjuguées, est une courbe 
du second degré. 

En effet, prenons ce plan diamétral pour celui des xy^ 
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et pour Taxe des z le diamètre conjugué. On reconnaît 
facilement que les équations des surfaces sont 

et 

Donc la projection de Tintersection a pour équation 

{a — «') x« + 2 (6—6') «y + (c — C) y» 
-h2{d — dOa:-h2(c — e')y+/^— />=0. 

Il peut arriver qu'une partie seulement de cette pro- 
jection corresponde à Tintersection de l'espace. Ainsi 
rintersection de deux ellipsoïdes (surfaces limitées que 
nous allons considérer) peut se projeter suivant une 
parlie d'hyperbole. 



CHAPITRE ÏV 



ELLIPSOÏDES 



I. NATUBB BT YARÎËTÉS DE LA SURFACE. 

224. Génération de V ellipsoïde . — Pour apj^liquer les 
principes de la génération des surfaces du second degré, 
considérons le lieu géométrique engendré par l'ellipse 
mobile A'O'B' qui reste parallèle et semblable à elle- 
même, en s'appuyant constamment sur l'ellipse fixe CB'B, 
de manière que le centre 0' de Tellipse mobile soit tou- 
jours sur le diamètre CO de l'ellipse fixe : celte surface 
s'appelle ellipsoïde. 

225. Équation de Vellipsoïde. — Soit |^ -f- - = 1 Té- 

quatîon de l'ellipse fixe dans le plan des yz, et -^ + ^ = 1 , 

celle de l'ellipse mobile quand elle est arrivée en AOB, où 
elle a le même centre que dans l'ellipse mobile : dans 
une position quelconque A'O'B', à la hauteur 00' = 2 , son 
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ëquation dans ce plan X'&B' sera — , + ^,î = i , avec la 

relation -=t' ou -7=-. 
a b a' a 

Pour établir, en outre, que l'ellipse mobile s'appuie 

sur l'ellipse fixe, on a la relation 75^ -h — = 1 , les coor- 

tr c 

données du point B' sur cette ellipse fixe étant 0B'= ft' et 

B'D = 2 = MP , car le point M de la courbe A'MB' est le 

point de la surface que Ton considère. 

On a donc 

ce qui, d'après ce qui précède, revient à 



ou bien 



6« • „ />'i' 






c'est l'équation de l'ellipsoïde, rapporté, comme on le 
voit, à un système de trois diamètres conjugués. 

226. En général,, si une équation du second ordre à 
trois variables se compose d'une somme de trois carrés 
positifs égale à une constante^ cette équation représente un 
ellipsoïde. 

D'abord on divisera tout par cette constante, afin de 
réduire le terme indépendant à l'unité. Un des carrés 

X* 

pourra s'écrire ^ . Ici X = 0, étant de la forme 

sera l'équation d'un certain plan ; de même Y=0, Z=0 
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étant celles de deux -autres plans, Téquation donnée sera 

Alors, imaginons que Ton prenne pour plans coordon- 
nés ceux qui sont4*eprésentés par X = 0,Y = 0,Z = 0, 
on voit que leurs intersections mutuelles donnent un 
système de diamètres conjugués qui permet d'identifier 
cette équation avec celle d'un ellipsoïde. 

Pour un point quelconque de la surface, on peut poser 

X . . Y . z 

7=sinysina, n = sinvcosa, T; = cosy, 

A D (j 

ici a et Y sont des angles quelconques. 

/*»ï ||2 /yî 

227. Sections planes. — L'équation — -\- j^ -i -= 1 

montre qu'il est impossible de donner à aucune des va- 
riables une valeur infinie. Donc cette surface du second 
degré est limitée^ et toutes les sections planes de rellipsoide 
sont des ellipses. 

On comprend que tous les plans et toutes les droites 
ne rencontrent pas l'ellipsoïde, mais il est facile de re- 
connaître que" toute droite passant par le centre perce 
cette surface; donc aussi un plan passant par le centre 
coupe Vellipsolde. 

228.- Axes principaux. — 11 faut maintenant démon- 
tfer l'existence d'un système de diamètres conjugués rec- 
tangulaires^ jqu'on appellera les axes principaux. (11 est 
évident que l'on peut construire un ellipsoïde en prenant 
Tellipse mobile perpendiculaire au diamètre sur lequel 
reste son centre; mais il s'agit d'établir l'existence de ce 
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système rectangulaire dans un ellipsoïde déjà construit 

sur un système donné de diamètres conjugués obliques.) 

Soit OC la plus courte distance du centre à la surface ; 

d'après celte supposition, OC sera la moitié du petit axe 

^ de toutes les sections 

, /^ - , passant par cette ligne ; 

'^,/ ->•' ^ ' V donc, dans toutes ces 

/ ' p I \ ellipses, les grands axes 

p ( ! .^, . . -^ 1 i ^ conjuguésavecOCluise- 

• / ** ^^"^ ront perpendiculaires, 

c'est-à-dire sont dans 
un plan AOB perpen- 
diculaire à OC. Soient 
OA, OB les axes rectan- 
gulaires de Tellipse AOB déterminée par ce plan, il est 
clair que chacune des lignes OA,OB, OC est perpendicu- 
laire aux deux autres, ce qui démontre Ténoncé. 

Enfin cette ellipse AOB contient la plus grande distance 
du centre à la surface; en effet, quelle que soit cette 
distance maximum, imaginons le plan qui la contient 
avec la distance minimum OC. Dans l'ellipse ainsi dé- 
terminée, cette ligne maximum étant évidemment le 
grand axe conjugué avec le petit axe OC, lui sera perpen- 
diculaire et fera ainsi partie de l'ellipse AOB ; ce sera la 
distance OA . 

229. Il faut encore prouver que ce système d'axes con- 
jugués rectangulaire est unique. 

En effet, la surface étant rapportée à ce premier sys- 
tème rectangulaire, considérons trois diamètres repré- 
sentés par x = \>jz ciy=zvz, x = \tfzety=^^'Zy x = \k"z 
et j/ = v"z.. Si Ton suppose ces droites perpendiculaires 
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deux à deux, on a les relations 

// u' -f- v/ -h 1 = , etc.; 

de plus, puisqu'elles forraenl aussi un système de diamè* 
très conjugués, on a aussi, d'après ce qu'on a trouvé au 
chapitre précédent (§ 215), 

a a' vv 1 ^ 

^ + 14 + -z = ^, clc... 

«» 6* 6- 

De là on tire [»/ et v' en fonction de [a , v , a*^ b*, c^ 
Comme [x"et v" satisfont aux mêmes relations que \f! el v', 
on aura 

fj." = // et j" = / , 

ce qui donnera, dans l'égalité 

.j/f," + v'y" H- 1 = , 

le résultat 

/*'* -h v'* H- 1 = ; 

c'est à- dire que la somme de trois carrés positifs serait 
nulle, ce qui est impossible. 

250. Ellipsoïde de révolution. — Si deux axes sont 
égaux, leur plan détermine un cercle ; donc la surface 
est engendrée par la révolution d'une section passant 
par le troisième axe, autour duquel elle tourne. 

Ici encore il faut distinguer le cas où l'axe immobile 
est plus grand que l'axe tournant, ce qui donne l'el- 
lipsoïde allongé, et le cas où l'axe immobile est plus pe- 
tit, ce qui donne rellipsoï<le aplati. 

Nous reviendrons sur ces circonstances. 

25 1 . Sphère. — Si a =ft= c, il reste x^-^-y^-h z'=a^ 
qui représente, avec des coordonnées rectangulaires, une 
sphère de rayon a rapportée à son centre. 
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Du reste, il est clair que l'équation de la sphère avec 
des coordonnées quelconques s'obtient parla distance de 
deux points pris en général. Soient x' , t/' , 2' les coordon- 
nées du centre et a le rayoïl de la sphère, on a obtenu 

«« = ;jr-a:')»-+-(y-y)«-|-'^--'y^ 
-4- 2 ly — y) (3 — -') cos ys 
-h 2 [x—x') (z — 2') cos xz 
-t-2 (a:~a:') [y'-y')cosxy. 

232. Point. — Si le rayon a de la sphère est nul, elle se 
réduit à un point pour lequel x* -4- j/' + :s* = et qui est 
l'origine. 

233. Surface imaginaire. — Au point de vue analy- 
tique, une équation telle que 

û* ù* c* 

est considérée comme celle d'une variété de l'ellipsoïde, 
quoiqu'elle représente une surface imaginaire. 

II. PLAN TANGENT ET PLAN POLAIRE. 

234. La méthode générale qui donne l'équation du 
plan tangent ou du plan polaire à une surface du second 
degré étant appliquée à l'équation 

a:2 7/2 -J 

— 4- -f- = i 

d'un ellipsoïde rapporté à un système quelconque de 
diamètres conjugués, on voit que l'équation du plan po- 
laire relatif à un point qui a pour coordonnées 3è\ j/', %' 
sera 

^ -, yn' 4 r — 1 
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Identifiant cette équation avec Ax -f-Bj/ 4- Cz= D qui 
représente un plan quelconque, on aura 

a* 0* c* 

235* Si le plan est tangent, élevons au carré les quan- 
tités 

a" M ' b^T)' c~~ b* 

et ajoutons ; il en résulte 

condilton de contact. 
Ainsi réquation 



représente toujours un plan tangent. 

Comme on a A'a* + B*fc* + C*c* > , un plan tangent 
peut avoir une direction quelconque. Du reste cela esl évi- 
dent, puisque tous les diamètres sont transverses^ c'est- 
à-dire rencontrent la surface. 

256. Les valeurs générales A = -y , efc. .. où x\ j/', s' 

ne sont plus les coordonnées d'un point de la surface, 
étant transportées dans cette équation des plans tangents, 
donnent 

^ W --' — i /?? 2^^^ ^ 

fl* ■* 'b^ ' c* "■ V «* "*" ^* "^ ë« * 

C'est Téqualion des plans tangents |paraWé/^5 au plan po* 
laire du point donnée car 

est réquation de ce plan polaire* 
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237. Points lutérieurs et extérieurs. — On dit qu'un 
point est extérieur à rdlipsoîde lorsqu'on peut de ce 
point mener des plans tangents à Tellipsoîde; on dit 
qu'il est intérieur quand il n'y passe pas de plans tan- 
gents. 

Le point quelconque dont les coordonnées sont x', y\ %' 
étant le sommet du cône enveloppe, on sait (§ 173) que le 
plan polaire de ce point contient la courbe de contact, et 
il serait facile de répéter ici le raisonnement. 11 s'agit 
donc de savoir si cette courbe est réelle ou imaginaire. 

L'équation du plan polaire étant 



,1 



«* ^ 6* ^ .« 

doublons les termes de cette égalité, retranchons-les 
terme à terme de l'équation 

qui convient aux points de la courbe de contact, et ajou- 
tons de part et d'autre 

^ ?_^ i^ 

il vient 

a* '^ 0* '^ t* " fl* "^ ^* "*■ 6« *• 

Comme le premier nombre est positif quand le point de 
la surface est réel, on voit que le point donné est exté- 
rieur si 

^ + ^T + -,-l>0. 
a- V' c' 



Au contraire, si le point est intérieur, on a 

(i* 0^ t» 
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Enfin, si 

WS ,|/S 2'^ 

on sait que le point est sur la surface^ et que le cône en. 
veloppe se réduit au plan tangent. 

258. Cône enveloppe. — On peut demander d'obtenir 
directement Téquation du cône enveloppe. 

Soient X — xf = (i{z — a'), y — y' = ?^{z — z') les équa- 
tions d'une des génératrices de ce cône; comme cette 
droite ne rencontre la surface qu'en un point, nous al- 
lons, dans Téqualion 

poser 

puis faire en sorte que l'équation en « — »' ait ses racines 
égales. 
L'égalité 

S« "^ P "*" ? "" 

donne 
La condition de contact est donc 
Réduisant, on trouve 

GÉOU, ANAL. B. ET H. H 
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Maintenant, posant 
et réduisant encore, on a Tëquation du cône enveloppe 

«s -t- i,t ^ c* ^ 6«c« "^ fl«c« "^ H«ï« 

239. CtjBwdre etweloppe. — La droite qui joint le 
centre au sommet du cône a pour équations x = [f.Zy 

y=v«, en posant ^=-71 v = ^. 

Si le sommet va à l'infini, (jl et v restent constants et 
indiquent la direction des génératrices du cylindre dans 
lequel dégénère le cône. 

Pour avoir Téquation du plan de contact, il suffira 
donc de diviser par 7! l'équation du plan polaire et de 
faire ensuire «'= x> . Il en résulte 

fl« ^ ^* ^ c* ' 

ce qui montre que U plan de la base passe par le 
centre. 

240. Quant à Téquation du cylindre, on l'obtiendra 
comme celle du cône. 

Les équations d'une génératrice étant x = [f.z + m^ 
t/=v;t + n, substituons ces expressions dans Téquation 

pour établir que cette droite n'a qu'un point commun 
avec la surface* On aura 
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Pour que les racines soient égales, on doit avoir 
OU bien, en réduisant, 

/A* V* 1 [/*« — vm)* »«* n* 

Maism=x — [xa;, n=i/ — v2, ce qui donne 
alors réquation du cylindre est 



On y parviendrait aussi par Téquation du cône enveloppe, 
en prenant la limite. 



m. SECTIONS CIRCULAIBES. 

241 . Cherchons les directions dans lesquelles un plan 
peut couper un ellipsoïde suivant un cercle. Comme les 
sections parallèles sont semblables, celles des sections 
faites dans cette direction qui passeront par le centre 
seront aussi des cercles. 

Nous pouvons donc imaginer que chacun de ces cer- 
cles fait partie d'une sphère concentrique à l'ellipsoïde, 
qui est ici rapporté à ses axes principaux : nous suppo- 
sons a > fr ^c. 

Pour trouver cette sphère, mettons l'équation de l'el- 
lipsoïde sous la forme 






4- : -: 
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Alors les sections circulaires centrales sont données par 
la rencontre de la sphère qui a pour équation 

avec l'un des plans représentés par 




Ces plans contiennent Vaxe des y, puisque leur équa- 
tion est satisfaite par x = 0, z = 0. Ils sont réels, à 
condition que h soit Taxe moyen ^ c'est-à-dire compris 
entre a et c; c'est ce que nous avons admis. 

242. 11 faut maintenant faire voir que ces direc- 
tions sont les seules possibles; pour cela nous ferons 
en sorte que la section plane indiquée au g 92 
soit un cercle, mais le calcul va présenter une dif^ 
• ficuUé. 

Les axes étant rectangulaires et la section étant cen- 
Irale, ona 

d'où 

Si la section est un cercle, les coefficients de X^ et 
de Y* sont égaux et, de plus, en divisant par ce coeffi- 
cient commun le coefficient de XY, on doit avoir pour 
quotient 2cosXY. On a donc 

C* v/(a* -+- y*) (|S« -r V*) v^ y + « « ) 
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Mais la méthode indiquée donne 

cosXY = "^^ — ; 

donc 

flr^.rt«(a'4-y*) 



f*7*-f- a* a* 



= a3. 



De mùme que nous avons supprimé V(^*+7*)(?*+ï^) 
aux deux dénominateurs, il paraît naturel de suppri- 
mer a^ aux deux numérateurs, mais aloi's il resterait 

rt^ a* -h rt« v« = C«y « + «3 a«, 

d'où a* = c*; il n'y aurait donc qu'un ellipsoïde de révo- 
lution capable d'avoir des sections circulaires. 

Cela tient à ce '^quc Tune des quantités a et p doit ôlre 
nulle, ce qui ne permettrait pas de supprimer ce fac- 
teur «p. Soit donc p-= 0; les coefficients de X* et de Y* 
devant êlre égaux, on a 



d'où l'on tire 

y« _ g» (6« — c«) _ çs ^ 

Comme l'équation du plan sécant est 
d'où. 

7 X 

a 3* 

on voit que ce résultat revient à celui du paragraphe 
précédent. 

Posons maintenant a = : il en résulte 
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d'où Ton tire 

c-a y « [a* — b*) = 6« ^* (c« — fl*) ; 

or cette égalilé est impossible, car a> & et c <Cfl. 

ï*ar conséquent, les deux directions déjà trouvées sont 
les seules possibles. 

243. Si l'ellipsoïde est de révolution, on reconnaît 
facilement que ces deux directions se réduisent à une 
seule, perpendiculaire à Taxe de révolution. 

Enfin, pour une sphère, les directions sont indétermi- 
née?, puisque tout plan sécant donne un cercle. 

• 

244. Ombilics. — On appelle ainsi les points de coji- 
tact des plans tangents parallèles atix sections circulaires . 
Or nous avons obtenu (§ 241) pour, équation d'une sec- 
tion circulaire centrale 

en posant 



\ b* fl* 



Soient 2', y\ z' les coordonnées d'un ombilic ; l'équation 
du plan tangent en ce point étant 



^^yyl^^ — i 

fl« "^ 6* ^ c* "" ' 



on voit d'abord que j/'=0, puisque ce plan tangent est 
parallèle au plan indiqué. Ainsi les ombilics sont dans 
le plan xOz^ perpendiculaire à Vaxe moyen. 
L'équation du plan tangent étant donc 



fl* a' ^ fl* 
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on a 

ou 

RI = " . 

Mais 
d*où 

Par conséquent 



OU bien 



et 



Ensuite 



ou 



c«ir'* "" c« ^ ^' ^ 6« "^ ii«c« — 6* c« 
a» ^>«~c« fl« — çt 

rt" ~" fl* — c*' 

?!!=:i_if!z:ij, 

c* rt* — c* 



3« frt— c« 



» 



c* a* — c* 



En combinant les deux valeurs de (xf et celles de z\ on 
a quatre ombilics. 

Si TôUipsoïde est de révolution^ il n'y a plus que 
deux ombilics, qui sont les extrémités de l'axe de 
révolution. 

Dans une sphère, tous les points peuvent être consi- 
dérés comme des ombilics. 

245. Sphères tangentes concentriques. — La sphère qui 
a pour diamètre Taxe maximum 2 a est évidemment tan- 
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génie en A et A^ à l'ellipsoïde qu'elle contient tout entier; 
de même celle qui a pour diamètre l*axe minimum 2c est 
tangente en C et C^, et est tout entière à rintérieur de la 
surface. 

Mais quant à la sphère qui a le diamètre mojen 2b , 
nous venons de voir (g 240) que ce diamètre est l'inler- 
section des sections circulaires centrales : donc ces deux 
sections sont sur la sphère dont il s'agit. Ainsi cette 
troisième sphère n'aura pas seulement, comme les deux 
autres, deux points communs avec l'ellipsoïde, mais 
deux circonférences. Cependant elle n'aura avec cette 
surface que deux plans tangents communs, en B et 
en B^ ; de même que les deux autres avaient, avec Ijel- 
lipsoïde, des plans tangents communs en A, A^ et 
en C, Cp 

246. Néanmoins, si l'ellipsoïde est de r^olutionj 
c'est-à-dire si cet axe moyen est égal à l'un des deux 
autres, la sphère dont il est le diamètre est tangente 
à l'ellipsoïde, à tous les points de la circonférence 
commune. 
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247. Le lieu géométrique du sommet d'un angle tri- 
rectangle circonscrit à Vellipsoide est une sphère con- 
centrique. 

Les coordonnées étant rectangulaires, nous avons 
trouvé la relation 

A.V-f-BB'H-CC' = 
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entre les coeflicients des équations de deux plaq^ per- 
pendiculaires. Soit 



n — 3C> p — ■ p» CIL., 



B 

il reste 

asc'-H^^'-ht =0; 



de même les deux autres plans donneront 

«a" H- f9,5" 4- 1 = et a' a" + ,5' ,^"+1=0. (I) 

En identifiant l'équation du plan qui passe par un 
point donné avec celle d'un plan tangent à Tellip- 
so?de (§ 235), on posera 

Élevant au carré, divisant par C*, et supprimant les 
accents, puisqu'il s'agit d'un point du lieu cherché, 
il reste 

[OLX -\-^y-¥ 3)»=: fl^aS^. ^8^8 ^ C«. 

On a de même 

[ol'x -h i^'i/ 4- 3)« = a« a'* -f i« |^'« -4- c» 

et 

Nous allons ajouter les égalités (II) après les avoir res- 
pectivement multipliées par les indéterminées m, m', w", 
dont nous disposerons de manière à faire disparaître les 
rectangles des variables. Il en résultera 

(a:* — fl«) (moL^ 4- m'a'« 4- m" aP^^ 4- (y?— t») (mj3*4- m'j3'»4- W^"») 

4-f3* — c*) (m4-w'4-m*) = 0, 

équation qui conviendra au sommet de l'angle tri-rec- 
tangle circonscrit. 

En même temps, il faut | y joindre les équations de 
condition 

m a 4- m'a.' 4- m* a" = O/ m ^ 4- W^' 4- m^^" = 0; 

moL^-^m' a' fi' 4- m"a" jS" = 0. (lU) 
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Il n^est pas évident que la dernière des équations (III) 
soit compatible avec les deux premières : en effet, soit 

les deux premières équations suffisent pour trouver M 
et M'. On pourra même écrire alors 

Cependant la troisième des égalités (m) se véri- 
fiera, car 

deviendra 

Mais, d'après les équations (I), 

d'où 
De même 

P'^" — ^'P = «' (a— a") et P'P — pp"= a («"—a'). 

On en conclut 

Ainsi la dernière des équations (IH) est satisfaite en 
même temps que les deux premières. 

Cela posé, il faut obtenir les coefficients de la somme 
des équations (II). 

Pour cela, observons que 

comme on le voit en ajoutant les valeurs précédentes de 
w, mf et m". 
Afin de calculer 
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nous observerons que 

mais, d'après les équations (I), on a 
donc 

ma* = a (^' — ^'') ; 

on a de même 

»i'a'*=»'(^*— 13) et m*a'^=a''(^9 — ,5'), 

ce qui donne 

' ma* -H wi'a'" -H m" a"' = ?» -f- m' -h m" . 

La symétrie de toutes les équations entre a, a', a" 
et p, P', P" montre que l'on aura aussi 

iMjâ* -f- w'^'* -h m" i^"* = m 4- m' 4- m". 

Divisant donc l'équation par ce facteur commun, il reste 

■ «« — rt* -h y*— *"-f- s*— c* = 

ou bien 

a^' -f y* -h 5* = fl' 4- «>* 4- c«, 

équation de la sphère indiquée, qui a ainsi pour rayon 

(Voir, Nouvelles Annales, 1855, p. 402 et 403, une démonstration géo- 
métrique de M. Haillecourt.) 

¥. ¥OLIJHE DE L'ELLIPSOÏDE. 

248. Considérons d'abord l'ellipsoïde de révolution 
dont l'ellipse génératrice a pour demi-axes OA = cr, 
OC = fc et qui tourne autour de OC (fig. 22). 

Pour avoir la portion de surface comprise entre l'équa- 
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leur AO et un parallèle quelconque MP, nous com- 
parerons cet ellipsoïde à la sphère concentrique de 
rayon OC. 

Soit N le point de la circonférence génératrice placé 
à la hauteur de MP; on peut regarder KP comme le 
rayon de la base d'un cylindre infiniment petit ayant 
pour hauteur l'élément V=dz : ce cylindre étant lui- 
même l'élément de volume d'un segment spliérique com- 
pris entre deux plans parallèles à l'équateur. De même MP 
sera le rayon de la base du cylindre de même hauteur dz-, 
qui sera Télément du segment d'ellipsoïde compris entre 
les mêmes plans. 

Ces cylindres élémentaires sont donc entre eux 
comme les carrés de leurs bases, c'est-à-dire dans le 

MP* a* 

rapport r=r^, qui sera égal à -j, d'après un théorème 

connu sur Tellipse. 
Il en sera de même pour deux segments de grandeur 

finie, l'un sphérique, l'autre elliptique et compris 

entre deux mêmes plans 
parallèles à Téquateur : 
par conséquent,^ après 
avoir obtenu le segment 
sphérique, il sufBra de le 



M/- ^L 




a^ 



Fig. 22. 



multiplier par -3 pour 

avoir le segment ellip- 
tique. 

(La position du point A 
indique un ellipsoïde aplati où a>c, mais le raison- 
nement serait le même pour le point A% qui donnerait 
un ellipsoïde allongé où a<.c.). 



ellipsoïdes. 173 

249. Pour calculer le segment sphérique compris 

entre l'équateur et la distance 0P=;5, nous retranche- 

2 

ronsdela demi-sphère ^icc', le segment à une base 

engendré par la surface CNP. Ce segment est égal au 

secteur qui a pour base la zone engendrée par l'arc CN, 

diminué du cône engendré par le triangle ONP. Le 

c 
secteur a pour mesure ^ . 2r.c{c — 2), et le cône 

^,T,{â — 2'); ainsi le segment sphérique en ques- 

lion sera ^ (2 c' — 'ùc^z-hz^) qu'il faut retrancher de 



2 / 2*\ 

= 7v c^, ce qui donne 7:lc^z^^y 



Par conséquent, le volume du segment elliptique 
compris entre Téquateur et le parallèle MNP a pour 



za- / , z^' 
mesure --IcH—^ 



250. Ce résultat va nous permettre de calculer le 
segment de rdlipsoïde quelconque. A côté de cet ellip- 
soïde (lîg. 22), imaginons un ellipsoïde de révolution 
ayant, dans la direction des Zy le môme demi-axe c; le 
rayon du cercle équaleur étant a^ = \/'ab> Les deux plans 
principaux des xij étant amenés à coïncider, les sections 
parallèles à ce plan commun détermineront donc, dans 
les deux surfaces, des ellipses équivalentes; ainsi les 
segments élémentaires seront aussi équivalents : il en 
sera donc de même pour les segments déterminés de part, 
et d'autre par un plan parallèle à celui des xy^ et mené à 
une distance z de ce plan. 

Le segment de l'ellipsoïde de révolution étant 



174 GÉOMÉTRIE A^ALYTIQU£. 

l^(c^z — ^\ le segment cherché de rellipsoïde quel- 

conque a pour mesure —^ Irz — =- j • 

Si a =c, on a le demi-ellipsoïde; ainsi l'ellipsoïde 

4 

(olalsera -izabc. 



251. Cela suppose Tellipsoïde quelconque rapporté 
à ses axes principaux : il faut aussi trouver son volume 
quand 2a, 2b, 2 c sont des diamètres conjugués. 

Nous y parviendrons d'une manière générale, d'après 
ce que nous avons vu pour la mesure du tétraèdre et 
du parallélipipède rectangle, en observant que l'élément 
du volume d'un corps rapporté à des coordonnées rec- 
tangulaires doit être considéré comme un cube infini- 
tésimal h'. Au contraire, s'il s'agit d'un corps rapporté à 
des coordonnées qui font entre elles les angles p, xz, xy, 
nous avons vu que cet élément était un parallélipipède 
qui avait encore pour arêtes celte quantité h infiniment 
petite, mais dont le volume se mesurait par fc'e, en posant 

Ainsi, pour passer d'un corps à un autre qui a les 
mêmes dimensions et en diffère uniquement par les 
angles que ces dimensions font entre elles, il suffira tou- 
jours de multiplier par s le résultat relatif aux dimen- 
sions perpendiculaires. 

Ici donc le segment de l'ellipsoïde oblique a pour 

mesure ^ s ( c*;2 — « J , et Tellipsoïde total a pour 

4 

volume p^T.s.r/frc* 

o 



* 



CHAPITRE V 



HYPERBOLOÏDES A UNE NAPPE 



I. NATIME ET VABIËTÉS BE LA SURFACE. 

252.. Généralion de la surface. — On appelle hyperbo- 
loide à une nappe la surface engendrée par une ellipse qui 
s'appuie constammefit sur les deux parties d'une hyperbole 
fixe, en restant toujours pa- 
rallèle et semblable à elle- , 
même, tandis que son cen- .^ y 



.^ --^ r 



}-•.- -TS 






tre est toujours sur un "^v Vij" f i^ ~ ~^^b' 
diamètre non transverse de 
cette hyperbole (fig. 23;. 

Soit -2 ^, = I Téqua- 

a^ c^ ^ 

tion de cette ' hyperbole 
fixe AA'A , ; soit —-h -s = 1 



y 



I i„'. i:.. 



l'équation de Tellipse mo- 
bile lorsqu'elle est dans le pi »n des xtj, qu'elle a le même 
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ceçtre que l'hyperbole fixe et le demi-axe 0.4 = a. 
Considérons une position quelconque A'O'B' de celte 
courbe mobile ; Téquation de sa projection sur le plan 
des xy sera 



a 



en posant OA' = a', OB' = fr', avec la relation de simili- 
tude -7=- ou 6'=fr —. Par conséquent, multiplions 
a a à * * 

par'fr" l'équation précédente, on a 






» 



OU bien 






Mais le point A' étant sur l'hyperbole fixe, on a 



fl'S .i 



a' ?""*' 



donc l'équation cherchée devient 

253. Autr^ morfd de génération. — Nous allons encore 
trouver l'équation de cette surface en faisant mouvoir 
une hyperbole variable sur une ellipse fixe. 

Cette directrice, dans le plan des xy^ a pour équa- 

x^ 1/' 
tion -j + |^= 1 ; quant à l'hyperbole mobile parallèle- 
ment au plan des zx^ elle est représentée en AA'A^ , lors- 

x^ 2' 
qu'elle se trouve dans ce plan, par -^ 5 = 1- 

Dans une position quelconque, que l'on s'imaginera fa- 
cilement, cette génératrice sera représentée par la dis- 
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X^ Z* 



tance y au plan des %x et par — t^ = 1 . Maïs ces deux 



c' c 



hyperboles étant semblables, on a - = - ; de plus, comme 
la courbe mobile s'appuie sur l'ellipse, on a 

ce qui donne 

par conséquent on retrouve 

a*'^ b* c»"" 



254. Mais il se présente ici une particularité remar- 
quable, c'est que l'hyperbole mobile, partant de sa posi- 
tion centrale AA'Aj pour aller vers B, la surface, définie 
géométriquement comme nous venons de le faire, s'arrê- 
terait à ce point où se termine l^ellipse. 

Cependant, d'après sa première définition, la surface 
représentée par l'équation précédente s'étendait au delà 
de y=b ; il faut donc trouver une autre manière d'en- 
gendrer le reste de cet hyperboloïde. C'est ce que nous al- 
lons faire en prenant pour directrice Ihyperbole fixe dans 
le plan des zy. 

Voyons d'abord ce qui arrive pour ce point B, commun 

aux deux directrices. Posant y = b^ on a — ^^1, 

Il 1/ 

c'est-à-dire l'ensemble de deux droites qui se coupent 

en B. Donc au delà, comme on le sait par la théorie dos 

coniques homolhétiques, les hyperboles génératrices sont 

conjuguées de celles qui précédaient ce point B ; celle que 

GÉOM. ANAL. B. ET H. 12 
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nous imaginerons dans cette position sera représentée 
par y correspondant au point de la surface et par 



« X* , c' c 

j li = 1 1 ou — = - . 

'- a'-* ' fi' a 



cW 



Donc Z' j- = c'* ; mais comme l'hyperbole mobile 



*î 



1/ • 
s*appuie sur Thyperbole fixe, pour laquelle ^^ — -* = 1 , 



on a "l^ — î == M ce qui donne c- = y^ c' et par 

S" X^ 1/* , . X* îi* Z' 

suite -^ — i— ,t — Il ou b en , ^ ;' ;=! , comme 

c* û^ fr* û* 6* c* 

ci-dessus. 

Ainsi, pour compléter le mouvement d'une hyperbole 
sur une ellips»*, il faut considérer celui à*nne hyperbole 
sur une autre hyperbole^ avec celle cor.dilion que, dans 
chaque position, les deux mo'iliés de la (jénéràtrice ne s ap- 
puient que sur une moitié de la directrice (i). 

255. Forme de Véqnaiion. — On obtient donc l'équa- 
tion de l'hyperboloïde à une nappe en égalant à l'unité la 
somme de trois carrés dont deux positifs et l'autre né- 
gatif . 

Ainsi, X, Y, Z rcprésenlant des polynômes du premier 
degré en a;, j/, s, on verra, comme au § 226 relatif à 
l'ellipsoïde, que toute équation de la forme 

vs Va T± 

A« ^ L* C* 

représente un hypcrboloïdc à une nappe. 



(1) Le calcul dirccCif considère le symbole v^ — 1 comme iudiqu&nt. une 
direction perpcr.diculoirc. Alors, en cllct, Tellipsc dans le plan des œy cl 
l'hyperbole dans celui des ty se complètent comme directrices. 
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- Pour un point quelconque de la surface, on peut po- 

X cosa Y sina ^ Z ^ , , , 

ser Y = - — 1 fi = - — ^t 7, = cot Y ; les angles a et v 
A siUY B siny C * ° 

étant arbitraires. ^ 

256. Variétés de la surface. — On appelle hyperboloide 
de révolution à une nappe la surface engendrée par une 
hyperbole AA'Aj gui tourne autour de son axe principal 
non transverse OZ. Alors les axes sont rectangulaires et 
l'ellipse mobile devient un cercle toujours perpendicu- 
laire à l'axe de révolution OZ. Donc OB = OA ou & = «. 

257. Revenons aux axes quelconques et posons 

c c 

- = a , y = V ; 

Téqualion -^ +|^ — ^== i devient \i?x^ + rif—z':=c-. 

A la limile les rapports \l et v étant toujours finis quand 
a , 6 et c deviennent nuls, on a |j.V -h v^ — x* = , 
équation d'un cône^ car on y satisfait en posant x = [kz^ 
y = yz avec l'équation de condition jjl' -f- v' = 1 . 
L'équation du cône s'écrit aussi 

x^ 2/^ -J , 

«^ ^ 6« 6-^ - * • 

Si a = 6, OU bien si [ji.= v pour des axes rectangulaires, 
le cône est de révolution. 



II. FORME DE LA «SURFACE. 



258.. Côfie asymptote, — Cherchons la limite entre les 
diamètres transverses tels que Ox et Oî/, et les diamètres 
non Iransverses tels que Oz, 
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Soient a; =i jjus, y = vi les équations d'un diamèlre, on 
aura les points où il perce la surface en écrivant 

«* ''" A» c*"" ' 

d'où 

Ainsi les points d'intersection sont réels si 

rt* b' r' 

et imaginaires si 

a* 6* c* 

A la limite on a 2 infini pour 






^.*y 



remplaçons réciproquement |x et v par - et -, il \ient 



»-3 4ii '>9 



équalion du cône asyfnptote^ dont nous avons parlé en gé- 
néral (§192) et que nous retrouvons diieclement. 

259. Ainsi les génératrices de ce cône rencontrent la 
surface à Finfini. Les diamètres contenus, comme l'axe 
des;5, dans l'intérieur, c^st-à-dire dans la concavité du 
cône, ne rencontrent pas la surface ; tandis que les dia- 
mèlres extérieurs au cône, dont ils regardent la con- 
vexitéj percent la surface en deux points syméiriques : 
tels sont les axes des x el des y. On voit que l intérieur du 
cône ne contient aucun point de rhyperboloide aune nappe. 

260. Sections centrales. — Parmi les plans qui passent 
au centre, il faut donc distinguer ceux. dont tous les 
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points sont extérieurs au cône asymptote, cesl-à-dire re- 
gardent sa convexité. D'après ce que nous venons de voir, 
tous les diamètres contenus dans un plan ainsi dirigé 
rencontrent la surface : donc la section ainsi obtenue est 
une ellipse : tel est le plan xOy. 

Au contraire, considérons un plan central qui pénètre 
dans rintérieur du cône; les diamètres qui se trouvent 
dans cette concavité ne rencontrent pas la surface ; mais 
ceux qui, étant aussi contenus dans le môme plan, regar- 
dant la convexité du cône, rencontrent la surface. Par con- 
séquent, les sections correspondantes sont des hyperbole^. 

Nous avons vu (§ 259) qu'un point quelconque M de la 
surface est extérieur au cône. Donc, en faisant tourner un 
plan autour du diamètre transverse OM, ce plan sera ex- 
térieur au cône dans une infinité de positions ; mais on 
voit qu'il le coupera dans une infinité d'autres. Ainsi par 
un diamètre transverse il passe une infinité d'ellipses et 
aussi une infinité d'hyperboles. 

A la limite de ces deux systèmes, le plan mobile autour 
de OM sera tangent au cône asymptote. Nous reviendrons 
sur ce sujet (g 262). 

261 . Sections planes en général, — D'après ce que nous 
venons de voir sur les sections centrales, il sera facile de 
reconnaître la nature des sections parallèles faites à une 
distance quelconque. Les ellipses ne deviendront jampis 
imaginaires en s'approchant ou en s'éloignant du centre ; 
mais nous avons vu (§160) que des sections hyperboliques 
parallèles donnent deux séries d'hyperboles conjuguées, 
séparées par une limite de deux droites qui se coupent. 
Cela revient à un système quelconque de diamètres con- 
jugués. 
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262. Mais il reste à discuter le cas particulier que 
nous avons laissé de côté (§ 260) sur les sections tangen- 
tes au cône asymptote ou parallèles à ces sections tan- 
gentes. 

Considérons d'abord le plan tangent au cône suivant 
une génératrice donnée OB,. Nous pouvons toujours, pour 
abréger les calculs, imaginer que la surface ait été raj^- 
portée à un système de diamètres conjugués tels, que 
OB, soit contenu dans le plan des zOy. Alors Téquation 
du cône étant, comme on l'a vu. 



,T- t/* î* 



celles de OB, seront 



y. — U 2 • 

h c 



en môme temps il est clair que Téquation ? = - est celle 

du plan tangent au cône suivant OB, , puisque cette équa- 
tion, substituée dans celle du cône, ne donne que a? = 0. 
Par conséquent, substituons dans l'équation de la sur- 

face l'équation ^ qp: - de ce plan tangent au cône, il reste 






= 1 ou :r = d= «. 



Ainsi ce plan B,OA coupe l'hyperboloïde à une nappe sui- 
vant deux parallèles à OB^ , passant par A et Aj. 

263. Cherclîons maintenant quelle sera la section de 
la surface par un 'plan parallèle au plan tangent au cône. 
Ce plan, mené à une distance y := (3, a pour équation 



?/-|3 



1 
c 
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substituant dans 

*.« ,.2 -a 

n'*' ^ ^i r* ' 

on trouve 

équation d'une parabole qui sera, sur le plan des .rj/, la 
projection de l'intersection ; donc cette intersection sera 
aussi une parabole^ variable avec la dislance 3. 

2C4. Ce résultat pouvait être prévu en observant qw'un 
même plan ou des plans parallèles déterminenty dans la sur- 
face et dans le cône asymptote, des sections semblables; 
cela se reconnaît immédiatement par leurs équations 

fi- Ir r* w i^ c 

205. Axes principaux. — Jusqu'à présent la surfrce a 
été rapportée à un système donné de diamètres con- 
jugués; il faut maintenant, comme au g 228, prouver 
qu'il existe un système d'axes principaux, c'est-à-dire de 
diamètres conjugués rectangulaires. 

Soit OB la plus courte distance du centre à la surface ; 
par OB menons, ce qui est toujours possible (§ 260), une 
section elliptique et une section hyperbolique. Dans la 
première le diamètre OR, conjugué de OB, sera trans- 
verse; dans la seconde le diamètre OS, conjugué de OB, 
ne sera pas transverse ; mais tous deux sont perpendicu- 
laires à OB. En effet, dans l'ellipse, OB étant le plus petit 
axe, son conjugué lui est perpendiculaire; le même rai- 
sonnement s'étend à l'hyperbole, où l'on sait que l'axe 
principal transverse est la distance minimum du centre 
à la courbe. 
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Ainsi le plan ROS est perpendiculaire à OB ; du reste, 
ce plan détermine une hyperbole, puisque OR est trans- 
verse et que OS ne l'est pas. Maintenant construisons 
l'axe principal transverse OA et Taxe principal non trans- 
verse OC de cette hyperbole ; on voit que les trois droites 
OA, OB, OC sont perpendiculaires deux à deux, ce qui ré- 
sout la question. 

On démontrera, comme au § 229, que ce système rec- 
tangulaire est unique. 

266. Nous allons ici reprendre la figure 23, en ad- 
mettant que ces trois axes conjugués rectangulaires 
OA, OB, 00' sont les axes des x, des y et des z. 

Alors l'ellipse AB, qui contient le diamètre mini- 
mum OB , s'appelle le collier j ou bien encore l'ellipse de 
gorge ou de striction. A partir de cette limite toutes les el- 
lipses .parallèles vont en s'élargissant de part et d'autre; 
comme cette série d'ellipses mobiles n'éprouve pas d'inler- 
ruption,onvoit que la surface est continue^ parce que l'on 
peut passer d'un point à un autre sans quitter la surface. 

De plus elleest illimitée^ puisqu'elle a des sections hy- 
perboliques. Nous avons vu aussi que le cône asymptote, 
concentrique à l'hyperboloïde, se trouvait dans un espace 
vide et indéfini, entouré de tous côtés par la surface. 

Enfin il est clair que cette surface est symétrique rela- 
tivement à chacun des trois plans rectangulaires con- 
jugués. 

III. PJLiiN TAN«ENT ET PJLAN POI.A1BE. 

267. L'équation de l'hyperboloïde à une nappe ne dif- 
fère de l'ellipsoïde que par le changement de c* en — c* ; 
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donc rôquation du plan tangent en un point donné de 
cet hyperboloïde sera 



«^ "*■ ^^ r* ~ ' 

d'ailleurs on la trouverait directement. 

Un plan tangent rencontre la surface suivant deux droi- 
tes qui se coupent au point de contact. Par ce point B fai- 
sons passer Taxe des 1/ ; on remarque que l'équation du 
plan tangent en B devient t/=ft; donc le théorème est 
démontré au § 254. 

En identifiant Téquation générale du plan tangent avec 
l'équation Ax + Bj/ -h C2 = D d'un plan quelconque, on a 

A _ ^^' R _ ^y r _ ^'' 

d'où l'on tire 

condition de contact, et l'équation d'un plan tangent est 
toujours de la forme 

■ 

Aa; -h Bj^ -f- Cs = \/k*a* -f h*b^ — Ce». 

Ici on voit que les plans tangents ne peuvent pas avoir 
toutes les directions possibles, puisque la quantité sou- 
mise au radical peut devenir négative. La limite exisie 
pour i 

Il en résulte qu'un plan tangent ne sera jamais parallèle 
à un plaïi central extérieur au cône asymptote. 

268, Admettons maintenant que, dans les valeurs pré- 
cédentes de A, B, C, les coordonnées x\ t/', z' soient celles 
d'un point quelconque, on aura 

^ "^ > "" P "" V «• "^ ^ ^ ^ 
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pour équations de deux plans langenis, qui ne passent pas 
par \o point donné. 
Or, comme l'équation du plan polaire de ce point c^^t 

Vi« "^ ^* c« "■ ' 

on voit que les deux plans tangents dont nous venons de 
tiouver Féquation sont parallèles au plan polah^e du point 
donné. 

Mais la quantité soumise au radical est positive ou né- 
gative, suivant que le point donné regarde la convex'tté 
ou la concavité du cône asymptote, ou lui est soit exté- 
rieur, soit intérieur ; alors ces plans sont réels dans le pre- 
mier cas, et imaginaires dans le second. 

Cela tient 5 ce que l'on a 

n* />* c* < ' 

comme on va le voir, suivant qu'il s'agit d'un point m' 
extérieur au cône, ou d*un point m intérieur. 

269. Position des points relativement au cône et à la 
surface. — En effet, examinons ce qui se passe quand 
un point, s'éloignant constamment d'un diamètre non 
transverse, est d'abord à l'intérieur du cône asymptote, 
puis entre ce cône et Thyperboloïde, et^enfin de l'autre 
côté de Thyperboloïde. 

Il suffit de mener, d'un point 0' du diamètre non 
Iransverse, pris pour axe des z^ et parallèlement au 
plan des xy^ une droite pour tous les points de laquelle 
il est clair que z sera constant, mais x^ et if augmen- 
teront à partir de 0'. Cette droite rencontre le cône en 
un point M^ pour lequel 

.rS ,/2 ,2 

— -I- — Q 

a- 0^ c* 
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et la surface au point M où 



ar« î/3 z'i . 
- -4- =1 

Donc, pour le point w, intérieur au cône, on aura 

rt* ^ ^â f« ^ "• 
Pour U; point m', enire les deux surfaces, on a 

i O a 

Enfin, pour le point m", situé de Tautre enté de la 
surface, on a 

X* M* -2 



270. Cône enveloppe, — On trouverait directeuîent 
l'équation du cône enveloppe dont le sommet est repré- 
senté par 05', y\ z'; mais, pour passer de l'ellipsoïde (§ 238) 
à Thyperboloïde à une nappe, il suffit de changer c^ 
en — c*, ce qui donne 

rt« "^ L^ c* 

271. Les mots intérieur ou extérieur ne peuvent plus 
avoir pour l'hyperboloïde à une nappe le même sens 
que pour l'ellipsoïde, et il faut s'en tenir au? indications 
du §269; en effet, de tous les points de V espace^ on peut 
mener des plans tangents à l'hyperboloïde à une nappe. 
Pour le voir, cherchons le plan polaire du point donné ; 
on sait (§ 261) que tout plan coupe la surface: l'intersec- 
tion de ce plan polaire sera donc la courbe de contact; 
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c'est-à-dire (|uc les plans tangents aux points de celte 
courbe passent aU point donné. 

272. Ce qui nous intéresse icij c'est de trouver la 
nature de la courbe de contact qui sert de base au cône 
enveloppe d'un point donné, celle courbe étant toujours 
réelle, comme on vient de le voir. 

Pour cela, le plan polaire du point donné, ayant pour 
équation 

XX' ^ tffi' ÎS' ' 

considérons l'équation 






du plan central parallèle à ce plan polaire : il s'agit de 
savoir si ce plan central coupera la surface suivant une 
ellipse ou une hyperbole ; or cela se réduit (§ 260) à voir 
si ce plan rencontre ou ne rencontre pas le cône asymp- 
tote en d'autres points que le centre. 

Dans l'équation du cône asymptote, posons, pour 
abréger, 

ex ^ 2/ « 

a z b z ' 

cette équation deviendra 
De même la quantité 



devient 



g.ft y't ^/8 



'^'k^+p'*-^) 



et nous poserons 



( 
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Ajoutons celle égalité à la première et retranchons-en 



le double de l'égalité 






« 




a« ■+• ^a — '» 




à laquelle se 

* 


réduit l'équation 






XX 




0; 


on a 










(a- 


.«T+(^-^? 


= A, 


relation où 








i 


h — 


5'« V a* "•" t« 


S) 



11 en résulte que l'intersection du plan central avec 
le cône asymptote sera réelle si fc>0, et imaginaire 
si /KO. 

Par conséquent la courbe de contact est elliptique pour 
fc < 0, ce qui ramène à 

y/S ,/fJ -.'S 

c'est-à-dire au cas où le point donné comme pôle est 
intérieur au cône as^ymptote. 
Au contraire, si h > 0, ou bien 

rrfi *//8 i'i 

a« ^ ^i C« ^ ' 

la relation précédente, comme on le voit, en remplaçant 
par leurs valeurs a, a', p, fi' et fc, donno les équations 
réelles de deux génératrices du cône asymptote : alors la 
courbe de contact est une'hyperbole. 

273. On peut s'étonner de voir que les points voi- 
sins de part et d'autre de Thyperboloïde donnent éga- 



A 
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lement des hyperboles; mais Ton sait (§254) que ces 
hyperboles sont conjuguées les unes des autres, et que 
pour un point de la surface même où le plan, polaire se 
réduit au plan tangent, la courbe de contact se réduit à 
deux droites (jui se coupent. 

274. Enfin, si le point donné comme pôle est sur 
le cùne asymptote, fc = 0, c'est-à-dire 






a*' '^ 6* '~ c^ 

Donc le pian central parallèle au plan polaire et repré- 
senté par 

a* ^ b* c* 

est tangent au cône asymptote sur lequel se trouve le 
point (x% !/', z'). Or on a vu (§ 254) que ce plan tangent 
au cône asymptote coupe l'hyperboloïde suivant deux 
parallèles; on a démontré aussi (g 265) que les plans 
parallèles à ce plan tangent coupaient l'hyperboloïde sui- 
vant des paraboles. 

275. Cylindre enveloppe. — Soient x== p.;:, j/ = v;5 les 
équations de la parallèle menée par le centre aux géné- 
ratrices d'un cylindre enveloppe à la surface, on verra, 
comme aux g§ 239 et 240, que Téquation du cylindre 
sera, en changeant c* en — c\ - 

A** V* 1 _ (f,.ij — 'jx)* __ Çx — fj.z)* _ (y — y y)'* 
rt* ■*■ i* " c* "" a*b* a*c» b*c* ' 

276. Du reste l'équation du plan de la courbe de 

contact est 

^ j_ ''f _ i — (» 

«* "^ b*' c^~ ' 

ce qui représerile une section centrale» 
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IV. SECTIONS CIRCULAIRES. 

277. Concevons mainlenanl la surface rapporléc aux 
axes principaux. 

Supposons fl > 6, l'équation 

a* b* c* 

se mel sous la forme 

«•a-.')-"{i*y='-— ï^- 

Cette équation sera satisfaite pour les points com- 
muns à la sphère représentée par 

cl aux plans que donne l'équation 
OU bien 



// _. 



V 









-- » 



ainsi la sphère en questioti a pour diamètre le plus grand 
des axes principaux transverses. 

On aura donc deux séries de sections circulaires 
parallèles à ces deux plans centraux qui se coupent évi- 
demment suivant l'axe des x. Ainsi deux sections circu- 
laires se coupent suivant une parallèle à OX : par là on 
reconnaît qu'une section circulaire est perpendiculaire 
au plan des zy. 

On reconnaîtra, comme au g 242, que ces deux 
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directions sont les seules : du reste, il est clair qu'elles 
sont parallèles aui sections antiparallèles du cône 
asymptote. 

Si a = fc, il est évident que les deux séries se réduisent 
alors à une seule pour la surface comme pour le cône, 
qui sont alors de révolution. 

278. Sphères tangentes concentriques, — Puisque 
fB = t<a, la sphère de centre et de rayon 0B=6 
sera tangente à la surface, mais les points de contact B 
et B^ sont les seuls points communs à la sphère et à la 
surface. 

Au contraire, la sphère de rayon 0A = a aura de com- 
mun avec la surface les deux circonférences centrales, 
mais A et A^ seront sur ces circonférences les seuls 
points de contact^ c'est-à-dire les points où la sphère et 
riiyperboloïde auront un plan tangent commun. 

Cependant, si la surface est de révolution, le contact 
aura lieu sur loute la circonférence de rayon a = b. 

279. Enfin, les diamètres conjugués avec les direc- 
tions des sections circulaires n'étant pas Iransverses, la 
surface n'a pas à*ombilic$. (Voir § 244.) 



V. THÉOBËHE DE MONCSE. 



280. Pour appliquer la démonstration du g 247, il 
suffit encore de changer c* en — c'. 

On reconnaît alors que le lieu géométrique des som- 
mets des angles tri-rectangles circonscrits à Vhyperbo- 
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loïde à une nappe^ est une splkère concentrique de rayon 
yja^^b^ — c\ 

Tant que a^-\-h^ — c*> 0, tout se passe comme pour 
l'ellipsoïde. 

Si a* +6* — c*=0, la sphère se réduit au cen- 
tre : les trois faces sont tangentes au cône asymptote 
suivant une généralrice, et tangentes à l'infini à Thy- 
perboloïde. 

Enfin, si fl*+t' — c*<0, la sphère est imagi- 
naire, c'est-à-dire que les Irièdres en question n'exis- 
tent pas. 



¥1. «ËIVÉIIATIO:VS BECTILIGNES 



V 



281. Nous avons vu (§267) qu'un plan tangent à Thy- 
perboloïde à une nappe avait, avec la surface, deux 
droites communes qui se coupaient au point de contact. 

Ainsi Thyperboloïde à une nappe rentre dans la classe 
des surfaces réglées; nous allons chercher directement 
les génératrices rectilignes. 

L'équation 

^ I y Z_ I 

a« ^ t« c* "" 

de celte surface, rapportée à un système quelconque de 
diamètres conjugués, peut se décomposer, comme le fait 
M. Catalan, de la manière suivante 



a 



- co3f 4- siny, ~ = -siny — cnsjj, 



9 étant arbitraire; c'est-à-dire que la droite dont 
nous venons d'écrire les équations est tout entière sur 
la surface, comme on le voit en ajoutant les carrés de 
ces équations. 

GéOM. AKAL. B. ET H. 15 



194 GtoMÉTRIE ANALYTIQUE. 

On peut écrire aussi 

- = -cosp' — sino', ^^. - sino' -t-cos©'. 
a c ^ ^ b c ^ ^ 

(Fci on pourrait encore indiquer par ç Tangle arbi- 
traire, mais nous l'avons accentué, pour montrer qu'il 
n'a pas besoin d'être égal au premier.) 

Puisque ces angles sont arbilraires, peu importe que 
l'on parte d'un sinus ou d'un cosinus : il n'y a donc 
pas d'autres combinaisons analogues, c'est-à-dire qu'i/ 
iiexist€y pour chaque point de la surface, que deux géné- 
ratrices rectilignes. 

Ces génératrices constituent deux systèmes distincts, 
car on reconnaît qu'aucune valeur de 9' ne peut donner 
une droite obtenue pour une valeur de 9. 

282. Deux génératrices d'un même système ne se ren- 
contrent pas. — Si les droites représentées par les 
équations 

- r= - CCS 9 -4- sin o, ^=-sino — cosop, 
a c ^ c ^ ^ 

et 

ont un point commun, on trouve pour ce point 

- (cos^ — cos f 1) -h siny — sin ©j = 0, 

d'où 

^ = coti(?-4-yi). 

De même, en comparant les valeurs de | on obtient 
donc 

tangî(f -4- ?i} = cot-| [<p -4- ^1), 
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ce qui donne 
doù 



= c. 



Alors, coVnme 
les valeurs de ? deviennent 



sin© — cosç» = cosf — sin^, 

d'où 

sin 9 = cosç et ç = i5* ; 

par conséquent 

et les deux génératrices coïncident. 

On calculerait de même pour deux droites de l'autre 
système, où les angles seraient indiqués par <f' et 9'^. 

283. Deux génératriees de système différent se rencon- 
trent. — En effet, en éliminant entre les deux systèmes 
du g 28, on obtient 

ce qui vérifie l'équation 

284. Forme de V équation du "plan tangent. — Indiquons 
par x\ y\ ^ les coordonnées que nous venons de trou- 
ver; Féquation du plan tangent en ce point sera (§267) 



^cos|(9+/)+|smî(y-f-p')-^cos^(9— î»')=sin|(f-9'); 



a 



tp et 9' sont arbitraires et n*entraînent pas d'équation de 
condition. 
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285. Cas particulier du cône. — Dans uh cône il est 
clair qu'il n y a qu'un seul système et que les équations 
d'une génératrice sont de la forme 



Xi y z . 

- = -cos j , X = -sin 3. 
a c * * b c ^ 



Par conséquent l'équation du plan tangent suivant cette 
génératrice sera 



-cos©4-?sino — =0, 
a ^ b ^ c 



286. Une génératrice qtielconque de Vhyperboloide est 
parallèle à wie de celles du cône asymptote. — En effet, une 
parallèle menée du centre à celle génératrice a pour 
équations 

X z V ? • 

a c ^ b c ^ 

On en conclut que trois génératrices de Vkgpérholoide à 
une nappe ne sont jamais parallèles à un même plan. En 
effet, si cela arrivait, il faudrait que trois génératrices 
du cône asymptote fussent dans un même plan. 

287, Génération par une droite mobile (fig. 24). — D'a- 
près cela, nous allons chercher la surface engendrée par 
une droite qui se meut en s'* appuyant constamment sur trois 
droites non parallèles à un même plan. 

Soient AD, BE, CF les trois directrices et EDF la géné- 
ratrice ; par chaque directrice menons deux plans res- 
pectivement paralièles aux deux autrçs; nous formerons 
ainsi un parallélipipède dont le centre sera pris pour ori- 
gine. Les axes des coordonnées sont parallèles aux arêtes 
du parallélipipède, c'est-à-dire aux directrices. 
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Soient 2a, 2p, 2y les longueurs de ces arêtes ; on re- 




Fig. 2«. 

connaît que les équations des directrices sont respecti- 
vement 

y = ^et3 = — y; 3 = yetx = — a; aî = a ety = — 

Celles de la génératrice étant 



ona, par suite, 



x=:mz-hp, yzrztii-hqf 



nx — my :=np — mq. 



Cette droite s'appuyant sur les génératrices, on a les 
équations de condition 

Dans ces équations, posons p =^x — mz et q=y — nz ; 
il vient 

«(s-fy)=y — ^1 m(3— y)=a;4-a, et «[x— «) = m(y-h^). 

Dans cette dernière, posons, d'après les deux précédentes, 

î— y s-}- y 
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on obtient 

(x-hy.) fy-^f) (3-|-y)= (x-a) (.7/ — /3) (s-v) , 

et , en observant que tous les termes de degré impair se 
détruisent, 

OU bien 

|-H h-^4-1 =0. 

^ y a y a ^ 

288. Les longueurs a. p, y^^^^I essentiellement posi- 
»tives, on voit quil n*existepas depoints de la surface dans 

le trièdre des directions positives ni dans son inverse des di- 
rections négatives. 
Du reste, en faisant oc = 0, il reste 

équation d'une hyperbole où y et z ne peuvent avoir le 
même signe. On remarque en même temps que les plans 
coordonnés coupent la surface suivant des hyperboles dont 
les axes sont les asymptotes, 

289. On voit que les droites AD, BE, CF sont les trois 
droites non dans un même plan dont nous avons parlé au 
§ 286, et que la ligne DEF est une génératrice de l'autre sys- 
tème ; ainsi la surface est un hyperboloïde à une nappe. 

Cela peut se voir aussi d'après le g 255. En effet, on a 
identiquement 

a y a p \p «/ \ y a/ «' 

Mais, comme la formule 

AB = i[A + B)«-i(A-B)* 

est vraie pour des quantités quelconques, on aura 



y 3 . x 

— .— -+— 

^y 
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Par conséquent l'équation asymptotique de la surface de- 
vient 

ce qui rentre dans la forme connue de Téquation (§ 255). 
Réciproquement, dans un hyperboloïde donné par son 
équation 

î* _L- ^* — — i 

prenons trois directrices d'un système et une génér^itrice 
de l'autre ; comme elle rencontre toujours les droites de 
l'autre système, on a la surface indiquée. 

290. Surface gauche de révolution (fig. 25). — Soit MD 
une droite tournant autour d'un axe 00' qui sera celui 
des z; soit aussi OD la plus 
courte distance des deux droites 
dans une position quelconque 
de MD : on voit que, dans la 
rotation, OD décrit une circon- 
férence dans le plan xy perpen- 
diculaire à 00'. 

II s'agit de trouver, relative- 
ment à ces axes rectangulaires, ^ 
l'équation de la surface engen- 
drée par MD. 

Soit M un point quelconque de la surface etMD la posi- 
tion correspondante de la génératrice ; soit aussi DG pa- 
rallèle à 00' : l'angle MDG = 6 est l'angle constant que 
fait la génératrice avec Taxe de révolution. On donne 
aussi la valeur OD := a de la plus courte distance. 

Soient MP=::5, PN=a;, 0N=î/ les coordonnées du 
point M ; par ce point menons un plan parallèle à xy et 




Fig. 25. 
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qui coupe DG en G et Oz en (K . La plus courte distance OD 
est perpendiculaire à DM et à DG, donc elle est perpendi- 
culaire au plan MDG ; il en est de môme pour CG paral- 
lèle à OD ; donc le triangle O'GM est rectangle en G, et 



i77î« 



O'M' = O'G + GM'. 

Mais 
de plus 

Ô^" = n* et GM*=î'tang«ô=:-i_; 

cos*ô 

on a donc Téquation 

i-^ — ■ j \ 

a* «• a*cos6 

Ainsi la surface gauche d©^ réyolution n'est autre chose 
qu'un hyperbololde de rA)olution à une nappe. 

291. Voici, d'après cela, une méthode simple pour 
construire cette surface. Découpez en carton deux cercles 
égaux, divisez-les en un même nombre de parties égales 
et numérotez dans chacun les points de division ; fixez 
les cercles de manière que leurs plans soient parallèles et 
que la ligne qui joint les centres soit perpendiculaire à 
ces plans f maintenant joignez par des fils les points des 
deux circonférences qui portent les mêmes numéros en 
haut et en bas. 

Si les éléments de ces fils sont perpendiculaires aux 
plans de ces cercles, ils seront les éléments d'un cylin- 
dre ; s'ils passent par le milieu de la ligne des centres, ils 
forment un cône. Mais si aucun de ces cas particuliers 
n'arrive, on a udl hyperboloide de révolution à une nappe. 
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¥11. VOLUnii: DE L'HTPEBBOLOIDK A VIVE NAPPE. 

292. Considérons d^abord (fig. 23) Thyperboloïde de 
révolution engendré par Thyperbole BB' tournant autour 
de Taxe 00' ; Télément de ce volume sera un cylindre 
qui aura pour base O'B' = O'A' et pour hauteur un élé- 
ment infiniment petit Ç de 00' ; cet élément de volume 

est donc <.M^- 
Mais Téquation de l'hyperbole donne 



a 

on a donc 



— ^— — — i • 



,cÇ0A'- = ,rÇa«(l + ^l). 



Comparons cet élément à celui de l'ellipsoïde de révolu- 
tion (fig. 21). Comme Tellipse donnait 






le cylindre élémentaire de cet ellipsoïde était 

On voit donc que Ton passe de Tun à l'autre en chan- 
geant c" en — c* ; il en sera donc de même pour le volume 
lui-même, et la portion de cet hyperboloïde comprise en- 
tre Téquateur et un parallèle quelconque sera 

d'après l'expression du § 250. 



202 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

293. Les raisonnements appliqués à un ellipsoïde quel- 
conque nous donneront pour le volume correspondant 
d*un hyperboloîde à une nappe quelconque, rapporté à 
ses axes principaux, le volume 



V = Tzab (c^z 4- ^) 



294. Enfin, s'il s'agit de diamètres conjugués obli- 
ques, il suffira, comme nous l'avons vu (g 251), de multi* 
plier le résultat précédent par le facteur constant e. 



CHAPITRE VI 



HYPERBOLOÏDES A DEUX NAPPES 



f . NATURE ET ¥AR1ÉTÉS DE I<A SURFACE. 



295. Génération de la surface (fig. 26). — On appelle 
hyperboloide à detix nappes la surface engendrée par une 
ellipse qui se meut tou- 
jours parallèle et sem- 
blable à elle-même en 
s'appuyant sur une hy- 
perbole fixe^ de manière 
que le centre de Fellipsc 
reste sur un diamètre 
transverse de Thyperbole. 
Alors cette ellipse s'ap- 
puiera d'abord sur une 
partie de l'hyperbole , 
puis sur l'autre partie ; . ^ 

ainsi la surface aura, vers 

son centre, une solution de continuité, comme l'hyper 
bol6/directrice. 
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L'hyperbole fixe CB' a pour équations 



L'ellipse mobile, dans une position quelconque A'OB' (te 
son plan parallèle à celui des yXj a une projection égale à 
elle-même et représentée par 

avec la relation r-, == r ; ici a et b sont deux quantités 

données, dont Tune, ft, figure déjà dans l'équation de 
l'hyperbole. On aura donc pour Tellipse 



ou bien 









Mais le sommet B' de l'ellipse étant sur l'hyperbole, on a 



c« 6* 



donc 



b* ~ 6« 

Donc 

3* X* y* . 



c'est l'équation de la surface, rapportée à un système 
quelconque d'axes conjugués. 

296. Autre mode de génération. — On peut encore en- 
gendrer rhyperboloide à deux nappes en faisant mouvoir 
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sur la même hyperbple fixe CB' une hyperbole mobile re- 
présentée, quand elle est dans le plan des zXj par 



** X 



la quantité a étant donnée. Dans une position quelconque, 
cette hyperbole donnera sur le plan des %<c une projec- 
tion représentée par 

a* a:' 



avec la relation -==:-; l'hyperbele mobile donne alors, 
a cause de o= — , 

s* c^x* _ . i* a;* _ c'^ 

Mais, comme elle s'applique sur l'hyperbole fixe, on a 

ce qui ramène à l'équation 

c* fl* //*— • 

Déjà, au § 254, nous avons fait mouvoir une hyper- 
bole sur une hyperbole, ce qui a donné une portion de 
Thyperboloïde à une nappe : mais alors les deux moitiés 
de la génératrice ne s'appuyaient à la fois que sur une 
même moitié de la direcirice. Ici chaque moitié de l'hy- 
perbole mobile s'appuie sur une moitié différente de l'hy- 
perbole fixe. 

297. Forme de V équation. — On obtient donc Téqua- 
tion de l'hyperboloïde à deux nappes au moyen d'un 
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carré positif et de deux carrés négatifs, égalés h l'unité. 
On verra donc, comme aux §§ 255 et 226, que, X, Y, Z re- 
présentant des polynômes du premier degré en x, j/,.:5, 
toute équation de la forme 

Z«_X«_T|_. 

(? A« B« "" 



représente un hyperboloïde à deux nappes. 

Pour un point quelconque de cette surface, on peut 
écrire 

X Y Z 4 

- = tang«siny, g=:tangacos7 , ei c==^«' 

les angles a et y étant arbitraires. 

298. Variétés de la surface. — On appelle hyperbo- 
loïde de révolution à deux nappes la surface engendrée par 
une hyperbole CB' tournant autour d'un axe trans- 
verse OCO'. Ici les coordonnées sont rectangulaires et 
Tellipse mobile est un cercle dont le centre est sur l'axe 
OCO' de révolution. Alors O'A' =0'B' , c'est-à-dire a' = V ; 
donc aussi 6 = a, et l'équation est 

299. Revenons aux axes quelconques : en répétant le 

•C c 

calcul du g 257 , nous poserons - = jjl et r = v et nous 

trouverons, à la limite où ces quantités sont-nuUes, l'é- 
quation 2* — [xV — v*[/* = d'un cône ; on écrit encore : 



c 



•«■"a*"^^»* 



Si fr = a, le cône est de révolution. 



uypërboloIdës â deux nappes. soi 



II. FORHE DE LJL St'RFACE. 

300. Cône asymptote. — Le calcul du § 258 donnera 
encore 

x^ y^ î* 

pour équation du cône asymptote rapporté au même sys- 
tème de diamètres conjugués que la surface elle-même. 

Les génératrices du cône sont encore les limites des 
diamètres transverses et des diamètres non transverses, 
c'est-à-dire qu'elles rencontrent la surface à l'infini. 

Seulement ici ce cône est extérieur à la surface, et 
Vhyperboloide à deux nappes est contenu dans son cône 
asymptote. Il sera facile de constater, en effet, que tout 
diamètre extérieur au cône ne rencontre pas cet hyper- 
boloïde. 

Les termes du second degré étant les mêmes dans les 
équations du cône et de la surface, il en sera de même 
pour les équations des sections de ces deux corps par des 
plans parallèles. 

Donc un même plan ou des plans parallèles déterminent 
des sections semblables dans Ihyperboloide et son cône 
a^symptote. 

501. Sections centrales. — Ainsi, parmi les plans qui 
passent au centre, les uns, n'ayant avec le cône que le 
sommet comme point commun, ne rencontrent pas l'hy- 
perboloïde à deux nappes; les autres, qui rencontrent le 
cône suivant deux génératrices, coupent au contraire la 
surface , 
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Mais les génératrices suivant lesquelles un de ces der- 
niers plans coupe le cône, rencontrent la surface à Tin- 
fini ; elles sont donc les asymptotes de la section ainsi 
déterminée dans la surface : par conséquent cette section 
est une hyperbole. 

Il en résulte que les sections centrales sont des hyper- 
boles ou des lignes imaginaires. « 

3U2. Sections planes quelconques. — Pour connaître la 
nature de l'intersection de la surface par un plan qucl- 
conquCt nous mènerons donc, par le centre, un plan 
parallèle au plan donné. 

Si ce plan est extérieur au cône asymptote, nous le 
prendrons pour plan des xy. Ici, comme pour tous les 
cônes, un plan parallèle à ce plan extérieur coupe le cône 
suivant une ellipse, et nous prendrons pour directions 
des a; et des y celles d'un système de diamètres conjugués 
de cette ellipse. 

Le diamètre qui contient les centres de toutes les 
ellipses parallèles obtenues dans le cône sera, relative- 
ment à ce cône, conjugué avec les axes des x et des y : 
de plus, comme cette ligne des centres est intérieure au 
cône, elle perce l'hyperboloïde à deux nappes à une dis- 
tance OC =c. Considérons, pour fixer les idées, l'ellipse 
menée dans le cône à cette distance, et soit 2a et 2b 
les diamètres conjugués parallèles kOx et à Oj/, on voit 
que aetb sont connus. 

Si donc nous prenons OC pour axe des is, les équa- 
tions de cette base sont 



à.2 J8 _ _ 
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Celles d'une génératrice sont 

et pour qu'elle s'appuie sur la base, on doit^avoir 






_^ — » 



Comme [*= -, v = -, on a l'équation du cône 

z %' 

z^ y* 4 

^ "•■ 5* — ? 

Par conséquent, l'équation de l'hyperboloïde à deux 
nappes correspondant, rapporté aux mêmes diamètres 
conjugués (g 300), est 

A* a:* //* 

Maintenant, il sera facile de reconnaître la nature de 
la section faite dans la surface par le plan donné, c'est- 
à-dire par un plan parallèle à celui des xy. Si a* < c', la 
section est imaginaire^ puisqu'on aurait alors 

si a*>c%on obtient une élli]^se réelle dont la projection 
sur le plan des xy est représentée par 

égalé à une quantité positive : quant à la limite de 
« = ± c, elle donne 

d'où 

On obtient ainsi les points où l'axe des z rencontre la 
surface. 

GEOH. ANAL. B. ET U. 14 
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303. Comme chacun de ces plans z=dic n'a qu'un 
point commun avec la surface, on voit qu ils lui sont 
tangents. Donc le plan tangent à l'extrémité d'un dia- 
mètre est parallèle aux plans conjugués (§209). 

Si le plan central parallèle au plan donné coupe le 
cône suivant deux génératrices, nous savons qu'il coupera 
la surface suivant une hyperbole; il en sera donc de même 
pour les plans parallèles. 

304. Cette méthode serait en défaut pour les plans 
parallèles à une génératrice du cône asymptote : alors, en 
effet, le plan central serait tangent à ce cône et ne pour- 
rait servir à établir son équation ni celle de la surface; 
du reste, ce plan ne rencontrerait pas Thyperboloïde, qui 
est intérieur au cône. 

Mais les plans parallèles aux plans tangents au cône 
le coupent suivant des paraboles; ils couperont donc 
aussi (g 300) l'hyperboloïde suivant des paraboles. 

305. Axes principaux. — Soit OC la plus courte dis- 
tance du centre à la surface; par le diamètre trans- 
verse OC concevons un plan qui coupera l'hyperboloïde 
à deux nappes suivant une hyperbole. La distance OC 
étant minimum sera Taxe transverse principal de cette 
hyperbole : donc l'axe principal non transverse OR sera 
perpendiculaire à OC. Imaginons par OC une seconde sec- 
tion hyperbolique ; son axe principal non transverse OS 
sera encore perpendiculaire à OC ; donc le plan ROS sera 
perpendiculaire à OCO'. 

Par le point C, qui sera ainsi un sommet de ces 
hyperboles, soit Cr parallèle à OR et C^ parallèle à CS : 
on sait que Cr est tangent à la première hyperbole et C^ 
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à la seconde ; donc, d'après la définition du plan tan- 
gent, le plan Csr est tangent en C, et comme il est paral- 
lèle à OSR, il est perpendiculaire à OC. Du reste, le dia- 
mètre OC, transverse de toutes les hyperboles qui y 
passent, étant conjugué avec OSR, puisque OSR est paral- 
lèle au plan tangent en C, tous les diamètres contenus 
dans ce plan OSR sont non transverses : il en résulte 
que, si d'un point 0' pris sur OC prolongé on mène 
un plan parallèle à OSR, ce plan coupera la surface sui- 
vant une ellipse réelle (§302). Soient O'A', O'B' les axes 
principaux de cette ellipse, et menons OA , OB parallèles 
à ces lignes; on voit que OA, OB, OC sont trois diamè- 
tres conjugués principaux y c'est-à-dire perpendiculaires, 
dont OC est seul réel. 

On démontrera, comme pour les deux surfaces précé- 
dentes, que ce système de diamètres perpendiculaires est 
unique. 

306. Ainsi nous supposons, pour le moment, que les 
axes OXy Oy, O2, au lieu de représenter un système 
quelconque de diamètres conjugués, soient ici les axes 
rectangulaires. On avait déjà vu que la surface était 
illimitée et discontinue : ici on observe de plus qu'elle 
est symétrique relativement à ces axes et à ces plans 
principaux . 



III. PLAN TJlNGENT Et PLAN POLAIRE. 

307. Revenons au cas général des diamètres conju- 
gués quelconques. L'équation du plan tangent en un 
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point de Thyperboloîde à deux nappes représenté par 
x*, y', t!^ sera 

%2f xsf yy' - 

puisque Ton passe de l'équation de l'ellipsoïde à celle de 
Thyperboloïde en changeant a* et 6' en — a* et — fc*: 
d'ailleurs on y arriverait directement. 

En identifiant celte équation générale du plan tan- 
gent avec l'équation 

Aa;-|-By-hC3 = D 

d'un plan quelconque, on a 
ce qui donne 

D»— C«c* — A«a*— B«6», 

condition de contact ; l'équation d'un plan tangent quel- 
conque est donc de la forme 

AxH-Bf/H-C3=\/C«c» — A«fl«— B«^«. 

Il en résulte qu'un plan tangent ne sera jamais parallèle à 
un plan intérieur au cône asymptote. 

308. L'équation du plan polaire d'un point de l'espace 
qui a pour coordonnées x', j/', z\ sera de même 

ZZ' XX* 2i' 

c* a* c* 

Donc les deux plans tangents qui sont représentés, d'après 
ce qui précède, et en donnant à A, B, C les valeurs écrites 
ci-dessus, par 

zz^ xo^ yij^ .. l^^iF* ^ 

c» fl* 6« ~" V û*^ ^"^^' 

seront parallèles au plan polaire du point donné. 
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Mais la quantité soumise au radical est positive ou 
négative suivant que le point donné est intérieur ou exté- 
rieur diU cône asymptote : alors ces plans sont réels dans 
le premier cas et imaginaires dans le second. 

309. Position des points relativement au cône et à la sur- 
face. — Cela tient à ce que l'on a 

c« a* />« < ' 

suivant qu*il s'agit du point intérieur m ou du point 
extérieur m" qui sont à la même hauteur z\ mais a; et t/ 
sont plus grands pour le second que pour le premier. 

Pour le point m' intérieur au cône» mais extérieur à la 
face, on a la double inégalité 

j/S gfi yfi 

c' a* b* ^ 

310. CAne enveloppe. — L'équation du cône enveloppe 
correspondant à un point donné se trouve en changeant, 
dans le § 238, a' et J* en — a* et — 6*, ce qui donne, en 

.changeant tous les signes, 

a* "^ b* c« 

_ (yz'—zf/)* {zx'—xz*)^ __ {xy^yx")* 

311. Points extérieurs et int&ieurs. — Ces mots re- 
prennent pour Thyperboloïde à deux nappes le sens 
qu'ils n'avaient plus à propos de l'hyperboloïde à une 
nappe (§271), et indiquent, comme pour Tellipsoïde, des 
points par lesquels on peut ou on ne peut pas mener de plans 
tangents à la surface. 
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En effet, on a vu (g 301 et 502) qu'il y avait des plans 
qui ne rencontraient pas Fhyperboloîde à deux nappes. 
Si donc le plan polaire du point donné coupe la surface, 
on pourra mener par ce point une infinité de plans tan- 
gents, rinterseclion de ce plan polaire avec la surface 
étant la base du cône enveloppe dont ce point sera le 
sommet. Dans le cas contraire, il n*y aura pas de contact 
et le cône enveloppe sera imaginaire ou, du moins, ré- 
duit à son sommet. 

312. Soient donc x', t/', %' les coordonnées du point en 
question : Téquation de son plan polaire étant 

c« a* (,« ~ ' 

on peut imaginer que rc, y,^% représente un point de 
^contact, ce qui donne 

Ajoutons cette égalité avec 

*/« j-'S |i'« 

— ï i^ 'la = ^ ~H ^'» 

c* ar 0* 

et retranchons le double de Téquation du plan polaire, 
il reste 

c* z* b* "" 

Du reste, l'équation du plan polaire peut se meltre sous 
la forme 

zjz'^z) x[x'^x) ylif—ij) î! . ^^ i y*_-n 

Donc 

- —i ___ ex ( x'-'x) cy [if— y) 



c a*% b*z 
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Élevant au carré, on aura, par conséquent, en remplaçant, 

/g 2' 

dans l'expression de H, par sa valeur 



— •^) (7 —y) 



Mais, d'après Téquation de la surface, on a 

d'où 

^'^* 4_ ^2{i y'\_ -g'(^+y*) 

De même 



c'y* , _ - c« (fl^ + y^) 



De là résulte 



5!-^^ = 2a:y(x'-x)(t/'-y)-(x'-x)«(6' + y')-(y'-y)»(«' + ^') 

OÙ enfin 

Sous celte forme, on reconnaît que les coordonnées a;, 
y, 2 d'un point de contact ne sont réelles que si H<0, 
c'est-à-dire si l'on a pour le point donné 

Ainsi, pour l'hyperboloïde à deux nappes, les points 
indiqués par l'inégalité 

V* __ ^ y'* . 

sont réellement extérieurs^ c'est-à-dire que l'on peut, par 
ces points, mener des plans tangents. 



216 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Au contraire, il sera impossible de mener des plans 
tangents d*un point pour lequel on aurait 

c« û» 6« "^ • 

et qui serait véritablement intérieur. 

313. Courbe de contact du cône enveloppe. — D'abord, 
si le plan polaire se réduit à un plan tangent, la limite 
de la ligne de contact n'est plus un système de deux 
droites, comme pour l'h y perboloïdc aune nappe, mais 
un point comme pour l'ellipsoïde'. C'est ce qu'on a vu 
aux gg 302 et 303 ; ainsi la surface n'est pas réglée. 

314. Supposons maintenant que le point donné sait 
le sommet d'un cône enveloppe réel, c'est-à-dire que 
Ion ait 

— — — — ^>i, '^Z\% 

il s'agit encore de connaître la nature de la base de 
ce cône. 

Le plan polaire qui contient cette base ayant pour 
équation 

33' xx* yy' - 

celle du plan central parallèle sera 

si ce plan ne rencontre le cône asymptote qu'à son som- 
met, les sections des plans parallèles, <lans le cône et la 
surface, seront de la nature des ellipses Réelles ou 
imaginaires. 
La question étant donc ramenée au cône asymptote qui 
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a la même équation que pour l'autre hyperboloïde, les 
calculs du § 272 s'appliquent ici , et Ton verra encore 
que la courbe de contact est une ellipse pour 

wS «1/9 - /S 

c'est-à-dire pour un point intérietir au cône asymptote. 
C'est ce qui arrive pour un point compris entre le cône 
et l'hyperboloïde à deux nappes. 

Au contraire, cette courbe sera une hyperboley si le 
point donné est extérieur au cône, ce qui se reconnaît 
à ce que 



a' 



-- + 






315. Enfin, si 

4./a ty* '^^ 

0, 



X'* ^ If* z^ . ♦ 



rt* b* c* 

auquel cas le point donné est sur le cône lui-même, on 
reconnaîtra comme au § 274 que la courbe de contact 
est une parabole. 

316. Cylindre enveloppe. — On verra, comme aux nu- 
méros correspondants relatifs à l'ellipsoïde ainsi qu'à 
l'hyperboloïde à une nappe, que le cylindre enveloppe 
dont les génératrices ont pour coefficients angulaires [x 
et V, a pour équation 

^*_i vy g_ (g — jua)* (y— vyl* ifxy^vx)* 

«« "■ 6« c* "" fl« "*" b^ c« 

et que l'équation de la section centrale de contact 
est 

comme pour l'hyperboloïde à une nappe. 
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317. 11 s'agit encore de combiner Tëquation de la 
surface avec celle d une sphère qui doit ici avoir un 
rayon suffisant. 

Les axes étant rectangulaires, soit 

réquation d'une sphère concentrique à la surface repré- 
sentée par 

6«3« b*x* , ,, 

Ajoutant, on a ^ 

En admettant, comme on peut toujours le faire, que 
l'on ait a>6, cette équation est l'ensemble de celles de 
deux plans 

et les points communs à ces plans et à la sphère seront 
sur rhyperboloîde à deux nappes. 

On a ainsi les directions des deux séries de sections cir- 
culaires, et Ton reconnaîtrait, comme pour les deux sur- 
faces précédentes, qu'il n'y en a pas d'autres. 

Enfin elles se réduisent à une seule série si ft = a, 
c'est-à-dire si la surface est de révolution. 

518. Sphère tangente concentrique. -^ Il est clair qu'il 
n'y en a qu'une seule, dont le rayon est la distance mi- 
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nimum OC et qui touche la surface au point G et à son 
symétrique. 

519. Ombilics (voy. § 244). — Nous venons de trou- 
ver, pour équation d'un plan central parallèle à une 
section circulaire, 

en posant 



R = 



\/iil 
\/i-' 



Soient a/, y', z' les coordonnées d'un ombilic, l'équa- 
tion du plan langent en ce point est 

ai' XX* yy* . / 

mais comme il doit être parallèle au plan central indi- 
qué, on a î/'=0 et il reste 



X — 

d'où 



fl«i' a« 



c^x'"^ ^' 



R« = 



a*3'« 



Mais, puisque 1/'= 0, on a 
ce qui donne 



Ainsi 



■^ /.« /»! /.«, 
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ce qui revient à 
Ainsi 

afi 6« — a« 



delà 

3'* c* 4- ft« 



•« /«» _J- /ïS 



En combinant les deux valeurs de x' et celles de 2' on 
a quatre ombilics. 

Si la surface est de révolution y il ny a plus que 
deux ombilics, qui sont les extrémités de l'axe de ré- 
volution. 

¥. THÉORAHE de IHONGE. 

520. Dans le g 247, changeons a' et fc* en — a* et 
— 6', on reconnaît que le lieu des sommets d^s trirec- 
tangles circonscrits à rhyperboloide à deux nappes est utie 
sphère concentrique de rayon sjc* — a' — fc*. 

Donc, si c'=fl*-H&% la sphère se réduit à un point 
qui est le centre, les trois faces sont tangentes au cône 
asymptote suivant une génératrice et tangentes à l'infini 
à l'hyperboloïde. 

Si c'<a*-h&'4-c% la sphère et les trièdres sont 
imaginaires. 

¥1. WOLVIHE DE L'HYPERBOLOÏDE A DEUX NAPPES. 

321. Comme nous l'avons vu au §248, l'élément de 
volume de l'ellipsoïde de révolution est 
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L'élément de volume d'un hyperboloîde de révolution à 
deux nappes est 



w^.O'A'* (fig. 26); 



mais ici l'équation de l'hyperbole qui tourne donne 



î! — 2^ — 1- 



c« a* 



donc l'élément de volume est 



.ç««(l'-i); 



c'est-à-dire que, pour passer de l'ellipsoïde à l'hyper- 
boloïde à deux nappes, il faut changer a* en — a* 
dans cet élément, et, par conséquent, dans l'expression 
du volume. 
Cette expression a été trouvée 



^ = '^(^''-ï) (§2i9) 



et donne le volume de l'ellipsoïde de révolution depuis 
Téquateur jusqu'à un parallèle mené à la distance z; si 

demi-elhpsoide — = — 

Mais observons d'abord que l'expression V relative 
à l'ellipsoïde reste encore positive au delà de cette 



z^ 



valeur de 2: ensuite pourc*==- on a V = 0; au delà 

encore, V devient négatif. Il s'agit d'interpréter ces 
résultats. 

Nous y parviendrons en supposant que l'ellipsoïde de 
la figure 21 se trouve transporté entre les deux nappes de 
la figure 26. 

Dans l'expression de V changeons, comme nous l'avors 



22i (^MÊTRIE ANALYTIQUE. 

dit, le signe de a*; on a, pour l'hyperboloide de révo- 
lution à deux nappes. 

Seulement ici la surface ne commence qu'au sommet C 

pour lequel l'expression ci-dessus se réduit à = — . 

Cette quantité correspondant à un volume nul dans la 
surface, la quantité V = qu'on obtient pour 2 = c ^/E, 

correspondra au volume — ^ — ; voilà ce qui explique le 

paradoxe que l'on vient de remarquer pour l'ellipsoïde. 
Ensuite l'expression 

devenue positive pour 2>cv^3, donnera les quantités 
qu'il faut ajouter pour avoir le volume compris depuis 
le plan tangent en G jusqu'au parallèle donné. 

Quant aux valeurs de % intermédiaires entre c et c \/3, 
elles donneraient pour V un résultat négatif, mais 

numériquement momdre que = — qui correspond 

au volume nul ; par conséquent le volume relatif à ce 
parallèle sera . 

522. En résumé^ soit Texpression 
pour 2 > c, le volume cherché, à partir de G, a pour 



mesure 

2Tta*c 



+^'='«•(¥+34-') 
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323. Si la surface n*est pas de révolution, on verrait, 
comme pour les surfaces précédentes, qu'il faut écrire ab 
au lieu de fl% jje qui donne 



'^«Kï &"") 



Enfin, s'il s'agit de diamètres conjugués, il suffira tou- 
jours de multiplier le résultat par e*. 



(1) Les raisonnements du g 321 se rattachent au calcul directif et 
montrent rellipsoîde et Thyperboloïde à deux nappes comme deux sur- 
faces qui se complètent l'une l*autre. 

Ainsi, dans l'ellipse dont la révolution donne la première surface et 
qui se représente par 



i« X* 



;* a 



i = 1. 



ou bien 






on a pour x des valeurs réelles tant que a' ^ c', et qui deviennent ima- 
ginaires pour 3*>c*. Mais en admettant que le symbole y/ — 1 indique 
une direction perpendiculaire à la première, on écrira — a;' = y', c'est-à- 
dire que la courbe génératrice passera du plan des xz dans celui des y%. 
Seulement cette courbe, au lieu d'être une ellipse, deviendra une hyper- 
bole représentée par 

- — ?^ = i 



CHAPITRE VII 



PÂRÂBOLOlDE ELLIPTIQUE 



I. NATURE ET VARIËT69 DE WJL SURFACE. 

324. Génération de la surface (fig. 27). — On appelle 
paraboloïde elliptique la surface engendrée par une ellipse 
mobile sur une parabole fixe. 




'j 



Fig. 27. 



Seit 06' cette parabole dans le plan des zy où elle est 
représentée par j/"=2p'a; soit aussi sur le plan des xy, 






PARABOLOfDE ELLIPTIQUE. 225 

la projection de Tellipse dans une position quelconque 
telle que A'MB'. 

Comme elle est toujours semblable à elle-même, on a 



a' 



1? = "'' 

ce nombre m étant constant; donc 

Mais comme elle s'appuie sur la parabole, on a 

6'a = 2//3. 



Donc, posant 
on a 



p'm^z^Py 






c'est l'équation cherchée. 

325. La symétrie montre* qu'on arriverait au môme 
résultat en prenant pour directrice la parabole OA' repré- 
sentée par OA' dans le plan des xz. 

326. Relations avec V ellipsoïde et rhyperboloide à deux 
nappes. — Transportons l'origine du centre de l'ellip- 
soïde (fig. 21) au point^C^, ce qui revient à changer z 
en z — c. Alors Téquation devient 

OU bien 

C C 7^ 



cf b* 
Posons — =p, - = p'; ensuite imaginons c infini; il 
c c 

reste 

P P 

QhOyi. ANAL. B. ET li. 15 
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On arrivera au même résultat en transportant Torigine 
au sommet C de l'hyperboloïde à deux nappes (fig. 26); 
la moitié inférieure de la surface se perd à Tinfini avec 
le centre. 

527. Autre mode de génération. — On peut aussi re- 
garder le paraboloïde elliptique comme engendré par 
une parabole qui se meut parallèle et égale à elle-même^ 
de manière que son sommet s appuie toujours snr une para- 
bole fixe et que les deux courbes aient en ce point le même 
diamètre; mais, pour que la surface soit celle que nous 
indiquons ici, il faut ajouter que les diamètres des deux 
paraboles sont tournés dans le même sens. 

La parabole fixe OB' est représentée dans le plan 
des yz par 

et la parabole mobile a pour équation, quand elle se 
trouve en OA' dans le plan des x%, 

Quand elle arrive en O^M, son sommet 0^, reposant 
sur OB', à la distance ON = j/, l'équation de OB' donne 
d'abord 

NO - î'' 

Ensuite, l'équation de OA' ou de MO^ donne 

ou bien 

d'où 

P v 
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328. Forme de V équation. — Par le raisonnement déjà 
connu, on verra que l'équation 

7 + îi7 = 2Z, 

OÙ X, Y^ Z sont des polynômes du premier degré en x, 
j/, Zy et où P et P' sont des coefficients constants et 
de même signe, représente toujours un paraboloïde 
elliptique. 

329.* Variétés de la surface. — Concevons le solide 
engendré par la révolution d'une parabole OA' autour de 
son diamètre principal Oz, Alors on aura le paraboloïde 
de révolution : ici les axes sont évidemment rectangu- 
laires et Tellipse devient un cercle. Comme p'=py 
l'équation se réduit à 

330. Si la parabole directrice dégénère en deux droites 
parallèles, le paraboloïde elliptique devient un cylindre 
elliptique, droit ou oblique. 

Prenons, pour plan des xy, la section obtenue par un 
plan perpendiculaire à ces parallèles et pour origine le 
centre de cette section elliptique que nous supposerons 
rapportée à ses axes rectangulaires, l'équation du cylin- 
dre sous sa forme la plus simple sera 

les z^ parallèles aux génératrices, ne figurent pas dans 
cette formule. 

Le cylindre de révolution de la géométrie élémentaire 
en est un cas particulier : il aura pour équation 

> 

u;« + y* = a^ 
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551. Si Tellipse se réduit à un point, le cylindre se 
réduit à son axe, et l'on a une droite pour toute sur-» 
face. Elle est représentée par 

Si Tellipse est imaginaire, on a un cylindre imagi- 
naire, qui a pour équation 

Dans le cylindre elliptique, si l'ellipse mobile dégé- 
nère en parabole, on a le cylindre parabolique, dont l'équa- 
tion, sous la forme la plus simple, est évidemment 



ij*=2px. 



De plus, si celle parabole mobile se change elle-même 
en deux droites parallèles qui se meuvent sur les deux 
premières, on a deux plans parallèles qui peuvent se 
réduire à un seul plan; enfin, ces deux plans parallèles 
peuvent être imaginaires. 



II. FORHE DE LA SURFACE. 

552. Diamètres. — Reprenons les calculs du § 202 
pour la recherche du plan diamétral, lieu des milieux 
des cordes qui ont pour équations 

a: = /A3 + a, j/ = va 4- j3. 

Remplaçons a; et 1/ par ces valeurs dans l'équation 



p p* 



on a 



\P P'J \P' P / P P' . 
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donc le milieu de la corde donnera 

^ P • P' £ F' 

p F ^ J F 

Supprimant les indices et réduisant, il reste pour équa- 
tion du plan diamétral 

^ + ^ = 1. 
p p 

On observe que ce plan, quels que soient (a et v, est 
parallèle k l'axe des 2, c'est-à-dire aux diamètres des para- 
boles directrice et génératrice (§ 527). 

335. Or, parla définition même (§208), un diamètre 
est l'intersection de deux plans diamétraux; donc tous 
les diamètres de la surface sont parallèles à ceux de ces 
paraboles. 

Comme tous les diamètres passent au centre, la surface 
napas de centre. Du reste, on trouverait m = (§ 165). 

354. Sections planes. — Dans l'équation — h -, = 2:5, 

substituons la valeur z =;= tirée de l'équa- 

tion A« -+- Bt/ 4- C2 = D d'un plan quelconque ; il en 
résultera l'équation 



5(7^^')+^-^^^-^=='' 



qui représente sur le plan des xy la projection de l'inter- 
section cherchée, laquelle sera évidemment de la Inême 
nature que l'intersection elle-même. Or il est clair que 
cette intersection sera une ellipse réelle ou imaginaire. 
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335. Cependant il y a exception pour le cas où C = : 
alors il reste Ax -+- By — D = , équation du plan, qui 
représente aussi sa trace sur le plan des xy, puisque ce 
plan est parallèle à Taxe des z. Ici, puisque la projec- 
tion sur le plan des xy nous laisse en défaut, prenons 

y = — g — et substituons cette valeur dans l'équation 

de la surface pour avoir la projection sur le plan des zx, 
nous reconnaîtrons que l'intersection est une parabole. 
Ainsi un plan parallèle aux diamètres coupe la surface 
suivant une parabole ; de plus, on reconnaît que toutes les 
paraboles parallèles sont égales, puisque ces courbes peu- 
vent sQ^onsidérer comme diverses positions de la para- 
bole mobile (§327). 

336. Dans l'équation — i- ^ = 2:5 , où p et p' sont po- 
sitifs, si 2, après avoir été très-grand, diminue de plus 
en plus, les ellipses semblables diminuent de même, et 
enfin, pour 2=0, on a x = 0, j/ = , c'est-à-dire que le 
plan des xy n'a qu'un point commun avec la surface; 
donc ce plan est tangent. 

Ensuite, pour 2 < 0, on a des ellipses imaginaires. 
Ainsi, le paraboloide elliptique est tout entier d'un même 
côté de chaque plan tangent. 

337. Axes principaux. — Nous avons indiqué (§326) le 
paraboloide elliptique comme un cas particulier de l'el- 
lipsoïde partant du point C^ (fig. 21), ou de l'hyperboloïde 
à deux nappes partant du point C (fig. 26). Or nous avons 
vu (§§223 et 305) que, dans ces deux surfaces, quand ces 
points sont des extrémités d'axes principaux, ce sont de 
véritables sommets, c'est-à-dire des points où le plan tan- 
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gent est perpendiculaire à son diamètre conjugué; ces som- 
mets existent donc toujours, puisqu'il y a toujours un 
système d'axes principaux. L'axe des z étant celui dont la 
direction dégénère dans celle des diamètres du parabo- 
loïde elliptique, l'extrémité (fig. 27) du diamètre qui est 
la limite de l'axe principal passant^en Q ou en C, dans les 
figures 21 ou 26, est lui-même le sommet qui termine 
l'axe principal des z. 

Quant aux axes des x et des t/, ils seront parallèles aux 
axes principaux des ellipses perpendiculaires à Oz. 

Admettons que la figure 27 représente ce système; on 
voit que la surface est symétrique relativement aux axes 
des X et des j/, dont le plan sépare l'espace en deux par- 
ties, l'une vide, l'autre où est la surface. 



III. IPMJLN TANGENT BT PLAN POLAUtE. 

358. Quels que soient les angles des axes, on pourrait 

toujours traiter l'équation ^ H — =2z comme un cas 

particulier de l'équation de l'ellipsoïde ou du paraboloïde 
à deux nappes, mais lecalciil direct donne 

p' p 

pour équation du plan tangent en un point de cette 
surfacp. 

Comme «' == — ^ — ^, , cette équation revient à 

f(-ï)-i(»-i)=" 

Il en résulte que, quel que soit le système de diamètres 
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conjugués, le plan tangent passe au milieu de la ligne 
qui joint l'origine avec le pied de la projection, droite ou 
oblique, du point de contact sur le plan des xy; en effet, 

sf if 

les coordonnées de ce pied sont 2 = , a; = -^ et y = ~. 



Identifions 



avec 



on obtient 



A B , D 

C^ « 0^ + ^ = 



a: — ^w 4- 3 = — 2', 



J) p' 



donc, tirant de là x', y\ %\ et transportant dans 

— 4-^ = 22', 

on a la condition de contact 

AV + BV H- 2CD = 0. 

Ainsi l'équation 

représentera toujours un plati tangent. ' 

Ce plan pourra donc avoir toutes les directions, excepté 
d'être parallèle aux diamètres, car alors C = 0. On a 
vu (g 335) qu'un plan pareil coupe toujours la surface 
suivant une parabole. 

339. On sait que le plan polaire d'un point quelconque 
représenté par x\ y\ %' a aussi pour équation 

p ' p* 
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Donc, dans la condition de contact, remplaçons A, B et D 
par les expressions écrites ci-dessus, Téqualion 






p' \p p 1 



que Ton obtiendra ainsi, sera celle du p/an tangent paral- 
lèle au plan polaire du point donné. 

340. Position des points relativement à la surface. — 
Sur la parallèle O'M au plan des xy^ il est clair que, % res- 
tant le même, a; et g augmentent à mesure que l'on s'é- 
loigne de Taxe des z. Donc, pour un point m situé entre 
cet axe et la surface, on a 







P P"' 


-23<0, 


puisque 


M donne 










p 1^ 


-23 = 0. 


Au delà, 


le point m' 


donne 








p p' 


- 25 > . 



§41. Cône enveloppe. — Reprenons le raisonnement 
du g 238 et posons dans Téquation de la surface 

af=a:'-f «(3— 2'), y = ff + fi[^—^) et 3 = 3'+ (3—3') , 

l'équation en%--z' sera 

' \P ' p'J ' ^ '\p p' I p V' 

Pour que toutes ces génératrices soient tangentes , on 
doit avoir 

\p p' ) \p p') \ p p') 
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Remplaçant a et p par y et ^ — ^ , on a, en rédui- 

* 2 — z z — z 

sanl, 

342. Cylindre enveloppe. — Soient 
les équations d'une génératrice ; on aura 

\P P'/ \ V v) V V' 

La condition de contact sera donc 

ce qui donne 

Telle est donc la relation entre X = x — [jijs et Y = y — vis: 
Soient, sur les plans des »c et des 2j/, OA et OB les pro- 
jections de la parallèle menée du point à la direction 
donnée des génératrices, les équations des plans AOj/, 
BOa? seront a; — [ji2=0,î/ — vi5=0; oubienX=0, Y=0, 
en prenant ces plans pour ceux des ZY et des ZX : alors 
l'intersection OC de ces plans sera parallèle aux généra- 
trices, et OA, OB, OC seront les trois nouveaux axes (ces 
lignes ne sont pas tracées) . 

L'équation de la surface ne contenant que X et Y, cette 
surface sera un cylindre dont les génératrices sont paral- 
lèles à OC (§8). Déplus, comme cette équation représente 
une parabole, puisque l'ensemble des termes du second 
degré est un carré parfait, ce sera un cylindre parcAo- 
lique. 
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345. Pour une surface quelconque du second degré, 
on sait que la conique de éontact d'un cône enveloppe est 
sur le plan polaire du point donné comme sommet de ce 
cône; pour le paraboloïde elliptique, ce plan a pour 
équation 

P V 

Mais si le sommet est à l'infini, c'est-à-dire si le cône 
dégénère en cylindre dont les génératrices ont une direc- 

tion donnée par — =: [j. , ^ = v , il faut diviser tout 

% z 

par 2' , pcKir faire entrer les quantités connues ji. et v , 
puis poser z' = oo : il reste alors 

p p" 
C'est l'équation d'un plan diamétral quelconque (§332). 
Alors le contact aura lieu suivant une parabole. 



s. 



344. Points intérieurs et extérieurs. — Il reste à faire 
voir que les points indiqués, au g 340, comme situés en- 
tre Taxe des z et la surface, sont véritablement intérieurs^ 
parce qu'il est impossible, par un de ces points, de faire 
^ passer un plan tangent à la surface : au delà, les points 
sont véritablement extérieurs^ parce qu'ils pourront être 
le sommet d'un cône enveloppe. 
Or ajoutons 

P P' P P' 

et retranchons-en le double de 

— -1-^ = 2-4- a'; 
7/ p 

il reste donc 

(y— y')* , (x — x']* _ 
— ^— ^— •^-■" , ^— ^— — ^— _^ /j^ 

jy p 
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Par conséquent la courbe est imaginaire si fc < , c'est- 
à-dire si 

p p 
elle est réelle si 

pour ft > 0. 

La courbe de contact est une ellipse (g 554) tant que 
x'y y', ^ a'est pas à Tinfini ; alors c'est une parabole. 

545. Du reste, si le point est sur la surface, pour h = 
on a 

p' p 

ce qui n'est vrai que pour x' = , î/' = 0. Cela revient à 
dire que le plan tangeut n'a qu^un point commun avec la 
surface. 

1¥. SECTIONS CIKCOIiAIftES. 

546. Comparons l'équation 

- + ^=23 

P ;/ 

avec Téquatiôn 

d'une sphère qui a son centre sur le diamètre principal 
(les axes étant rectangulaires) , et retranchons la première 
delà seconde, il restera 

— , — a;*( :) = ou »2* = a:*(«' — w), 

équations de deux plans réels , si p' > p, comme on 
peut toujours le supposer. 
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Il y a donc deux systèmes de sections circulaires, et 
l'on sait qu'il ne peut en exister d'autres. 

Si p'=p^ la surface est de révolution, et il n^y a 
qu'un seul système de cercles perpendiculaires à l'axe 
principal. 

347. Ombilics (voy. §'244). — L'équation d'un plan 
mené par l'origine, parallèlement à une section circu 
laire, sera, comme nous venons de le voir, 

en posant 






Un plan tangent a pour équation 






mais si l'ombilic est le point de contact, il est parallèle 
au plan précédent et i/'= 0. 
De plus, 



R--^ 

«--?' 



d'où 



// — \) x^ 



et 



enfin, dans l'équation 

si y' =0 et ^'•^p [ff —v)^ il reste 
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On a ainsi les deux ombilics; les deux autrq^ vont à 
FinGni. 

Si la surface est de révolution, p'=p et le sommet est 
le seul ombilic. 

548. En appliquante l'ellipsoïde la transformation du 
§ 326, l'équalion du lieu géométrique obtenue au g 247 
deviendra 

ou bien 

mais comme a'=c]j, b^=cp\ on a 

Pour le paraboloïde elliptique, soit c=<x> , il reste 

Ainsi le lieu géométrique des sommets des angles Ir'h 
rectangles circonscrits à un paraboloïde elliptique est 
un plan perpendiculaire aux diamètres y et situé, en 

dehors de la surface, à une distance du sommet marquée 

1 

par-^ip+p')- 

¥1. ¥OLUHE DV PARiLBOLOibjB ELLIPTIftlJE. 

549. Cherchons d'abord le volume engendré par la 
parabole MM'O tournant autour de son axe transverse 
principal Oz (fig* 28)* 
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L'^équation de cette parabole dans son plan zx étant 
calculons le volume infinitésimal engendré par Tare MM'. 




Fig. 28. 



Soit 0P=r2, MP = x, et 0P'=2', M'F=jc'; ce vo- 
lume peut être considéré comme la moyenne entre les 
deux cylindres qui ont pour hauteur commune 

PP'=3 — à', 

et dont les bases ont pour rayons x etx\ 

Or le premier cylindre engendré par le rectangle 
MNPP' a pour expression 

Kit* (s — si = 2npz [z — a') : 

de même, Tautre cylindre engendré par le rectangle 
M'RPP' a pour mesure 

Par conséquent, la moyenne de ces deux valeurs sera 

^p [z - z') [z 4- y) = -icp (5« - 3'*) . 

De même, le volume engendré par Taxe suivant M' M" 
s'exprimera par 

en continuant ainsi et ajoutant tous ces éléments pour 
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obtenir le volume total, on voit que 2'* se détruit ainsi 
que tous les carrés consécutifs, excepté le premier 2*. Par 
conséquent, le volume du paraboloïde de révolution, 
depuis le sommet jusqu'au parallèle MP, a pour 
valeur 

550. A côté de ce paraboloïde de révolution et sur 
le même plan des xy^ imaginons un paraboloïde ellip- 
tique tel, que, pour une même valeur de ;s, la section 
elliptique soit équivalente à la section circulaire qui lui 
correspond, c'est-à-dire que Ton ait i:xy d'un côté,^ 
égale Tux' de l'autre. On voit que, dans la formule précé- 
dente, cela revient à remplacer x' par xy : ainsi le volume 
d'un segment de paraboloïde elliptique, depuis le som- 
met jusqu'à une hauteur ;5, a pour mesure 5 xyz^ en indi- 
quant par aï et j/ les demi-axes de la section elliptique 
qui termine ce segment. 

551. Enfin, si les axes sont obliques au lieu d'êlre 
rectangulaires, on aura, comme pour les surfaces précé- 

m 

dentés, le volume de la surface, qui sera ici 

y = ~txyz. 



CHAPITRE VIII 

PARABOLOlDE UYPËRBOLIQlili: 
I. NATURE ET VARIÉTÉS RE LA SURFACE (Gg. 39). 

552. Génération de la surface. — On appelle parabo- 
loiile hyperbcUque la surface engendrée par une hyper- 



i 



r*^ 



bole semblable et parallèle à elle-môme, s'appuyanl sur 
une parabole ûie. 
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Soit OB cette parabole représentée dans le plan 
des yz par 

et 

l'équation de la projection, sur le plan des xy^ de l'hy- 
perbole dans une position telle que BM. La similitude 
donne 

a' 

ce nombre m étant constant : mais, comme l'hyperbole 
s'appuie en B sur la parabole OB, on a 



et 



Soit donc 



il Tient 



1/^= 


ÇB*: 


= 2i>'3. 


y*~ 




= 2;/3. 


p 


'w« = 


=;>» 




X* 

V 


=2=, 



équation du paraboloïde hyperbolique; on écrit aussi 

m'y'— «'= 2y>3 

353, La surface ne s'arrête pas là^ comme pour le 
paraboloïde elliptique, car il est facile devoir que z<0 
donnera des points réels. Observons d'abord ce qui se 
passe pour 35=0, c*est-à-dire pour le plan cïes xy ; il 
est évident que Oy est tangent en à la parabole OB. 
De plus,' si, au lieu de poser x=0, on pose j/=0, il 
vient a; = — 2p«, ce qui représente la parabole OA dans 
le plin des %x; ainsi Ox est tangent à cette parabole. 11 
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en résulte que le plan des xy est tangent à la surface et la 
rencontre suivant deux droites qui ont pour équations 



et 



= 0, i^,4-^ = 0, 
2>' p 



P P 



Ces droites sont donc parallèles aux asymptotes de Thy- 
perbole mobile. 

Pour avoir la partie de la surface qui est tournée vers 
les z négatifs on comprend, d'après plusieurs exemples, 
que les hyperboles génératrices devront être dans une 
position AM', conjuguée de la précédente : enfin, la 
directrice sera la parabole OA dans le plan xz. On retrou- 
vera ainsi l'équation 

p p 

554. Relation avec rhyperboloide à une nappe. — 
D'après le raisonnement du § 326, on transportera l'ori- 
gine à l'extrémité de Tun des diamètres transverses 
auxquels l'hyperboloïde à une nappe est rapporté, et, 
changeant Tellipse en parabole, on trouvera le parabo- 
loïde hyperbolique. 

* 

355. Autre mode de génération. — On peut aussi défi- 
nir cette surface comme on l'a fait au § 327, sauf que 
la parabole génératrice en OA, M'P', MF, etc.. a son dia- 
mètre tourné en sens inverse de la parabole de celui de 
la parabole directrice ÔC : du reste, la démonstration est 
la même et les équations 

t/*=2p'ï et «*=s — 2/;a 



244 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

de ces paraboles donnent pour la surface l'équation 



— — — iZ, 



356. Forme de r équation. — On verra, comme au 
§ 528, que le paraboloide hyperbolique est repré- 
senté par 

Y* X* 
1-^ = 2Z, 

P P 

c'est-à-dire par une différence de deux carrés, égalée à 
une quantité du premier degré. 

357. Variétés de la surface. — Le cas dep'=p n'a 
rien de particulier ; mais si la parabole directrice dégé- 
nère en deux droites, toutes les hyperboles génératrices 
deviendront égales et Ton aura un cylindre hyperbolique. 

On verra, comme au § 330, que l'équation la plus 
simple de ce cylindre s'écrit 

Si ces deux parallèles se réduisent à une seule droite, 
l'hyperbole mobile se réduit elle-même à ses asymptotes, 
et il reste deux plans qui se coupent. 

II. FOBBIE Hfe LJl «UBFACE. 

358. Diamètres. — Changeons p en — p, on voit, 
d'après le § 352, que Téquation d'un plan diamétral est 

P" P . 

Il est donc parallèle à 0«, ainsi que les diamètres, et il 
n'y a pas de centre. 
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359. Sections planes, — On verra, comme au §334, 
qu'un plan coupe toujours la surface suivant une hyper- 
bolej à moins qu'il ne soit parallèle aux diamètres : alors 
la section est une parabolcj et toutes les paraboles paral- 
lèles sont égales. 

360. On reconnaît encore, comme du reste on l'avait 
déjà vu par la génération (§353), que cette surface n'est 
pas tout entière d un même côté du plan des xy. 

Cette surface est assez difficile à se représenter : 
cependant sa forme rappelle une selle à monter à 
cheval. 

361. Axes principaux. — Le paraboloïde hyperbolique 
étant une variété de l'hyperboloïde à une nappe, on 
verra, comme pour l'autre paraboloïde (§337) qu'il existe 
toujours, sur cette surface, un point où le plan tangent 
est perpendiculaire à son diamètre conjugué. La con- 
naissance de ce point, nommé sommet, établit l'existence 
d'un système unique d'axes principaux. 



III. PLAN TANfiENT ET PLAN POLAIBE. 

362. Dans les §§ 338 et suivants, changeons toujours p 
en — p, on a l'équation du plan tangent 

P' P . 

OU bien, puisque le point est sur la surface. 



H'-d-IM)- 
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L'équation 

représente un plan tangent. 

363. L'équation 

est celle du plan tangent parallèle au plan polaire du 
point donné par a:', t/', %'. 

• 

364. Position des points relativement à la surface. — 
Soit un point t qui regarde la convexité des paraboles 
génératrices (§355) et un point f qui en regarde la con- 
cavité j ces deux poinis étant pris, pour plus de simpli- 
cité, sur une jnême parallèle à 0:5. 

Pour tous les points de cette parallèle, il est clair 
que X et j/ ont la même valeur. Donc, puisque le point T 
où elle coupe la surface donne 

—7 — — z «, 
V V 

il est clair que 

v V > 
suivant qu'il s'agit de t ou de V. 

' 365. Cône enveloppe. — Il aura pour équation,, d après 
le §341, 

2;)' [x — x") (xi' — zx') ^ 2p (2/ — y') (yz' — 23/) 

et la courbe de contact, d'après ce que nous avons 
vu (g 359), sera toujours une hyperbole^ à moins que le 
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sommet du cône n'aille à l'infini. Alors, en effet, le 
cône dégénérera en cylindre enveloppe, dont l'équation 
sera 

i4,2f/iJ-^J)-t- (/-^-;^'' :^0. (§342) 

\ P P' / VP' 

En posant \=x — [lz^ Y = y — v» et qui représen- 
tera un cylindre parabolique : donc la courbe de con- 
tact sera une parabole; du reste, le plan de cette courbe 
a pour équation 

366. La courbe de contact du cône enveloppe n'étant 
jamais imaginaire, on peut mener d'un point quelconque 
des plans tangents au paraboloide hyperbolique. 

Donc il n'y a pas, à proprement parler, de points inté- 
rieurs ou extérieurs, et il faut se contenter des indications 
du g 354. 

IT. THÉORÈME DE MON«B. 

367. On reconnaît, d'après le § 348, que le lieu des 
sommets des angles trirectangles circonscrits au parabo- 
loide hyperbolique est un plan perpendiculaire au diamètre 
principal et située en dehors de cette surface, à une distance 
du sommet marquée par f (p' — p) . 

¥• «ÉNÉRATRICE9 RECTnLI«NES. 

368. Nous avons déjà vu (§353) qu'un plan tangent 
avait deux génératrices communes avec la surface. 
L'équation de cette surface se mettant sous la forme 

m*y* — a?' = 2;72, 
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on pourra poser 

mtj=z tang f -h j/^coty , x=zz tangç» — ^p col ar, 

d'où 

my -j- j» = 2 3 lang9, fwy — x=j)Coip\ 

donc ces équations sont celles d'une génératrice, puis- 
qu'elles satisfont à l'équation de la surface. 
On peut aussi écrire 

OU bien 

my -\-x^^p cot ^', 

et 

ce qui fait un second système, car il est clair qu'aucune 
valeur de 9' ne peut donner une droite déjà obtenue pour 
une valeur de ç. 

569. Deux génératrices d'wi même système ne se rencon- 
trent pas. — En efi'et, en comparant les valeurs de mj 
dans ces deux génératrices, on aurait 

25 (tangf — tangçjj) = p (çotyj — cot y). 

Mais, en comparant les valeurs de x, on aurait au 
contraire 

23 (tang9 — tang-^,) =p[coi^ — cot^Ji). 

Les seconds membres seront donc aussi égaux ; par con- 
séquent (fi^^f^y et les droites coïncident. 

370. Detix génératrices de système différent se rencon- 
trent. — En effet, les valeurs de % obtenues en compa- 
rant my -f- a; sont égales, et Ton a de part et d'autre 

3'=J/>C0tf COty'. 
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On en conclut 

^,^ ;>(coty-|-co.y", ^ «' = f (cot,'-cot,). 

ce qui vérifie Téquation de la surface. 

» 

571. L'.s généralrices de l'un des systèmes donnant 
les relations 

my-^x=pcoi(p, my — x=p coi ipi, etc., 

sont parallèles au plan représenté par 

my — a; = 0. 

De même, celles de l'autre système sont parallèles 
au plan représenté par 

my -^^ c = 0. 

Ainsi les génératrices d'un même système sont parallèles 
à un même plan. 

De plus, ces deux plans directeurs sont parallèles aux 
diamètresy c'est-à-dire à l'axe des z. 

¥1. «ÉIKÉIIATION PAR UNE DROITE MOBILE. 

372. Surface engendrée par une droite qui s^ appuie sur 
tiwis droites parallèles à un même plan. — On voit que 
c'est une propriété du paraboloïde hyperbolique : les 
trois directrices sont des droites de l'un des systèmes 
(§ 571) et la génératrice est une position de la droite de 
laulre système. Mais il faut réciproquement faire voir 
que toute surface ainsi construile est un paraboloïde 
hyperbolique. 

Soit OA (fig. 30) Tune des directrices que nous pren- 




Fig. 30. 
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drons pour axe des y et par OA faisons passer un plan 
quelconque ACB qui coupera les autres directrices en G 

et en B. Prenons pour axe 
des z la droite BC qui sera 
une position de la généra- 
trice, puisqu'elle rencontre 
nécessairement OA en un 
point ; puis menons x pa- 
rallèle à la seconde directrice 
BA'. Observons enfin que, par 
suite de l'hypothèse, la troi- 
sième directrice CA" est parallèle au plan desxy, puisque 
ce plan contient OA, ainsi que Ox parallèle à BA^ 

Ainsi soient OB = fr, OC=c; les équations de OA 

étant a; = 0, »=0, celles de BA' seront î/ = 0, z = b^ 

et celles de CA" sont 2=c, x = ay, a étant une 

constante. 

Les équations de la génératrice A A'' A' sont de la forme 

Comme elle rencontre OA, on a d'abord p = ; comme 
elle rencontre BA', on a ç = — nfc, et les équations 
deviennent 

Enfin, comme elle rencontre CA", on a encore 

an (c — 6) = me. 

Dans cette égalité, posons 



^ y 



n :^ 



il reste 



2-6' 



X 

m = -, 



ayz {c — b) = ex (« — 6). 



373. On verrait, par un calcul analogue à celui du 
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§ 289, et en rappelant le § 355, que cette équation est 
celle d'un paraboloïde hyperbolique. 

~ 574. Mais la génératrice elle-même est toujours paral- 
lèle à un même plan (§371); aussi, quand elle le «ren- 
contre, elle se trouve tout entière en OA dans ce plan, 
qui est ici celui des xy. 

On peut donc définir son mouvement par cette con- 
dition jointe à celle de s'appuyer seulement sur deux 
directions. 

Réciproquement, nous allons chercher d'une manière 
directe l'équation de la surface engendrée par une droite 
qui s appuie sur deux droites données en restant parallèle 
à un plan donné. 

Ce plan (lig. 3i) sera celui des xy, percé en par 
l'une des directrices OA que 
nous prendrons pour axe 
des %. Soit D le point où ce 
plan est percé par Tautre 
directrice DD, et menons par 
G 2 le plan des %y parallèle à 
DB, les équations de DB se- 
ront a; = a (en posant OD = a) 

, Fig. 31. 

et j; = 0%, 

La génératrice AB étant parallèle au plan des xy sera 
représentée par y = [laj, parce que d'ailleurs elle ren- 
contre Oz pour lequel a? = 0, y = 0. 

Comme elle rer.tontre aussi l'autre directrice BD, on a 

d'où 

hz 

et il reste 

ay = bzx. 




y 
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575. Comme i%x = (x -h z)* — {x — 2)*, on verra en- 
core que la surface est un paraboloïde hyperbolique qui 
rentre ainsi dans la famille des conoldes (§ 155). 

576. Cherchons encore la surface engendrée par une 
droite qui se meut sur àeux autres en faisant le même angle 
avec toutes deux (fig. 52). 

Prenons pour axe des y la plus courte distance BB' de ces 

deux droites AB , A'B' : le mi- 
lieu de BB' sera l'origine. 
Soient OC, OC parallèles à 
BA' , B'A', on sait que Oy sera 
perpendiculaire au plan C'OC, 
où l'on prendra Oz bissectrice 
de l'angle COC et Ox perpendi- 
culaire à Os : ainsi les coor- 
données sont rectangulaires. 
Les directrices AB , A'B' se 
projetteront sur le plan xoy suivant BD , B'D' parallèles 
à Ox : donc, Oz étant bissectrice, les équations de AB 
seront 

et celles de A'B' seront 

La génératrice AA' faisant le même angle avec AB et 
A'B', qui sont posées symétriquement par rapport au plan 
des xy, sera parallèle à ce plan : donc elle donne une re- 
lation telle que y = Ma; 4- N, et, comme elle rencontre 
les directrices, on aura 

ce qui exige N = 0. 
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On a donc y=ztllxet aussi, comme équations de condi- 
tion, 

d'où 



M = — 



fj-i 



remplaçant M par cette valeur dans y = Ma?, on a 

équation cherchée. 
C'est encore un paraboloïde hyperbolique, car 

4:y = (a:^-y)«-(^-î/)«. 



VII. VOLUHE DV PARABOLOÎDE 



377. Concevons le conoïde engendré (fig. 33) par la 
droite cp se mouVant pa- , , 

rallèlement au plan di- 
recteur COP et s'appuyant 
sur les directrices AP 
et BC. 

Soient P et C les points 
où ces droites percent ce o^ ^ .^.-^ i> t 

plan, il est clair que CP 
sera une position de la ^ 
génératrice. Soit A un 
point quelconque de l'une des directrices AP et AO pa- 
rallèle à l'autre BC jusqu'à la rencontre du plan direc- 
teur, nous prendrons OA, OP, OC pour axes des Xy des 
y et des z. 

Soit aussi AB parallèle à OC ; la question esl de cher- 
cher le volume compris entre les triangles COP, AOP et 




Fig. 33. 
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le parallélogramme A6C0, et terminé par la surface. 

Ce volume se compose d'éléments prismatiques, tels 
que .celui qui a pour base le triangle eop, parallèle à COP 
et dont l'épaisseur, prise sur OA, est la quantité infini- 
ment petite oo'. 

Dans cet élément et dans tous les autres, le côté 
oc=OC = A6 est constant ; ainsi touf dépend de op, oo'. 
Supposons d'abord les axes rectangulaires, la somme 
des éléments superficiels tels que oo'f^ et qui est évidem- 
ment le triangle AOP, aura pour mesure |OA.OP=|xy, 
en posant OA = a;, 0P= y , OC = 5. 

Mais l'élément de volume a pour expression 

... , oc.op oc 

0&. tn. ope = o</k — ^ = "ô"' <x^ <*P^ 

ce qui revient à l'évaluation précédente. D'ailleurs oc=% 
et comme la somme des éléments te\s que oo'.op vient 

d'être trouvée égale à -^ 1 le volume total aura pour ex- 

xtiz 
pression -^• 

378. On sait enfin que, si les axes font des angles 
quelconques, le volume indiqué aura pour mesure 



CHAPITRE IX 
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I. «ÉNËIULTION DES SURFACES PAU DES LIGNES 

MOBILES. 

379. Résumé des chapitres précédents. — Nous avons 
\u (§220) que Y on pouvait généralement engendrer toutes 
les surfaces du second degré en faisant mouvoir sur une 
conique fixe une autre conique à centre qui reste sem- 
blable et parallèle à elle-même ; cela nous a donné les 
cinq surfaces étudiées précédemment. 

Nous avons trouvé ces surfaces en faisant mouvoir : 

1*" Une ellipse sur une ellipse (g 225) ; 

2* Une ellipse sur une hyperbole (§g 2S2 et 295) ; 

5** Une ellipse sur une parabole (g 324) ; 

4"" Une hyperbole sur une ellipse (g 253) ; 

5** Une hyperbole sur une hyperbole (gg 254, 296) ; 

6* Une hyperbole sur une parabole (g 352). 

Comme nous avons épuisé ainsi toutes les combinai- 
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sons, on voit que ces surfaces sont les seules du second 
degré. 

380. Nous allons les rappeler ici avec leurs variétés. 

f . Ellipsoïde ; ellipsoïde de révolution, allongé ou aplati ; 
sphère; point; surface imaginaire. 

If. Hyperboloîde à une nappe ; hyperboloîde de révolu- 
tion à une nappe ; cône du second degré ; cône de ré- 
volution du second degré. 

III. Hyperboloîde à deux nappes ; hyperboloîde de révo- 
lution à deux nappes ; les mêmes cônes que ci-dessus. 

tV. Paraboloïde elliptique ; paraboloïde de révolution; 
cylindre elliptique ; cylindre de révolution ; droite ; 
cylindre imaginaire; cylindre parabolique ; deux plans 
parallùles; un seul plan; deuK plans parallèles ima* 
ginaircs. 

V. Paraboloïde hyperbolique ou conoide du second 
gré ; cylindre hyperbolique ; deux plans qui se 
peut. 

581 . En dehors du mouvement d'une coniqu ntre 
sur une conique fixe, nous avons \u (§§327 f ,) que 
Ton pouvait engendrer les deux paraboloïde^ le mou- 
vo.ment d une parabole mobile parallèle , à elle- 
même, mais de forme constante, sur unc^u^abole fixe. 

382. Position du centre ou des centres. — Nous savons 
que l'ellipsoïde, ainsi que les deux hyperbôloïdes et, par 
conséquent, les cônes, sont des surfaces à centre unique, 
ce centre étant obtenu par les équations dérivées (§ i 62). 
11 est à l'infini dans les deux paraboloigles ; alors les équa- 
tions dérivées sont incompatibles. 
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383. Un cylindre diffère essentiellement d'un cône ; 
comme il est engendré par une conique qui se meut en 
restant égale et parallèle à elle-même et en s'appuyant 
toujours sur deux génératrices parallèles, on n'a pas de 
raison de prendre pour centre de la surface celui de la 
conique dans une position plutôt que dans une autre. 
Ainsi, dans un cône où le sommet est le centre wnique, 
une série de sections parallèles aura son centre sur un 
diamètre conjugué à la direction de ces sections : dans 
un cylindre, au contraire, nous allons démontrer que les 
centres d'une série qtielconque de sections parallèles sont 
sur une même droite parallèle aux génératrices (fig. 34). 

Soit-AA' une seclion quel- 
conque de centre G et CS pa- 
rallèle aux génératrices ; soit M 
un point quelconque ^u cylin- 
dre : si l'on joint MC, qui coupe ,. 
encore la surface en M', je dis 
queMC = CM'. 

En effet, par CS et par M me- ^'^ "^' 

nons un plan qui coupe la section suivant le diamè- 
tre ACA' et le cylindre suivant les génératrices MA 
et A'M'. 

Pour prouver l'égalité des triangles CAM, CA' M' , 
observons que, C étant le centre de la section, on a 
CA = CA' : ensuite Tangle MAC = M'A'C comme alternes 
internes et MCA=M'CA' comme opposés au sommet. 
Ainsi MC = CM', c'est-à-dire que le point C peut être 
considéré comme un centre de la surface : par consé- 
quent Vaxe CS qui correspond comme ligne de§ centres 
à la direction des sections AA', correspond aussi à toute 
autre direction de sections. 

GÉOM. ANAL. B. ET H. ^ j7 




258 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Pour un cylindre , deux des équations dérivées sont 
identiques entre elles. 

384. Dans un cylindre parabolique^ cet axe va à Tin- 
fini, alors il n'y a plus de centres. Dans ce cas, deux 
des équations dérivées sont identiques entre elles et 
incompatibles avec la troisième. 

S'il s*agil de deux plans parallèles, il est clair que tout 
point du plan mené à égale distance des plans donnés 
et parallèlement à ces plans satisfait à la définition du 
centre. Alors les trois équations dérivées se réduisent à 
une seule. 

Enfin, pour un plan unique, tout point de ce plSn peut 
évidemment être considéré comme un centre. 

Alors l'équation donnée est le carré de l'équation 
dérivée. 

585. Génération par révolution. — Le paraboloïde 
hyperbolique n'a même pas de sections elliptiques ; mais 
nous avons vu que les quatre autres surfaces peuvent 
être de révolution. 

On les obtient alors en faisant tourner une ellipse, une 
parabole et une hyperbole autour d'un axe transverse ou 
non transverse. 

586. On a aussi trouvé Thyperboloïde de révolution à 
utie nappC) ou la surface gauche de révolution^ en fai- 
sant tourner une droite autour d'un axe qui ne la ren- 
contre pas. 

Si cette droite rencontre l'axe, on a le cône de révolu- 
tion; si les deux lignes sont parallèles, on obtient le 
cylindre de révolution. 
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387^ Génération par une droite mobile. — Nous avons 
vu que Vhyperboloide à une nappe était engendré par une 
droite qui s^appuyait sur trois droites non parallèles à un 
même plan {^281). 

Si ces droites sont parallèles à un même plan, on a le 
paraboloide hyperbolique (§ 572). 

On obtient aussi cette dernière surface en prenant 
deux directrices seulement et en assujettissant la généra* 
trice à rester pora^/^ à un plan donné (g 374). 

Enfin, on trouve encore un paraboloïde hyperbolique 
en assujettissant la génératrice à faire le même angle 
avec les deux directrices (g 376). 

II. LIEUX «ËOHÈTBIftIJES. 



388. Lieu des points tels, que leurs distances à deux 
droites données soient dans un rapport constant (lîg. 35). 
— Soient AB, A'B' ces deux 
droites et AA' leur plus courte 
distance; divisons AA' au 
point 0, de manière que cette 
origine soit sur la surface, 
c'est-à-dire que l'on ait 

0A' = — K.OA, 

en indiquant par K le rapport 

constant : ce Rapport étant essentiellement positif, on 

pose 

0A'= — K.0A> 

parce que A et A' sont de part et d'autre de Porigine. 
Nous prendrons pour axe des x la droite A'OA, et 
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pour axe des % la bissectrice de Tangle COC^ m^ée de 
l'origine aux droites données : l'axe des y sera la per- 
pendiculaire menée de l'origine au plan zox; ainsi les 
axes sont rectangulaires. Observons que l'angle COC est 
dans le plan sOy/ puisque Ox est la perpendiculaire 
commune. 

Soient MN, MM' les distances du point M du lieu aux 
droites données» on aura 

en posant OÂ=a et indiquant les équations de AB par 

nous supposons que OC soit derrière le plan zOx. 
De même 

0A' = — K«, 

et les équations de Â'B' sont 
donc 

Soit (p=CO« la moitié de l'angle COG' des droites don 
nées, on a 

et 
donc 

BS* = (a; — a)*'\-y* 4- a* — (a cosf — y siny )• 
= («— a)*-f- (asiny +y cosf)*, 

et 

= (a; + K «)' + (3 sin y — y cosç»)*. 
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Comme 

I 

m5P = K«.mN*, ; 

Téquation cherchée est 



a;«(l — K«) + 2aKa;(l 4-K)4- (3«sin«^-f y«cos«f) (1 — K») 
— 2ay sin tp cos y (1 -H K*) = 0. 

389. Pour transformer cette équation de manière à 
reconnaître la surface qu'elle représente, divisons tout 
par 1 — K*; elle devient 

Les deux premiers termes reviennent à 

/ , «K \l a«K« 

et les-trois derniers se transforment en 

On a donc l'équation 

Sous cette forme qui présente deux carrés positifs 
et un négatif égalés à une quantité positive, on recon- 
naît (g 255) que la surface est un hyperboloïde à une 
nappe. 

390. Si K=l, c'est-à-dire si l'on cherche le lieu des 
points situés à égale distance de deux droites , Téquation 
qui termine le § 388 se réduit à 

ce qui représente un parabohide hyperbolique. 



/ 
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39 1 . lÀeii des points tels, que leurs distances à une 
droite donnée et à un point donné soietit dans un rapport 
constant (fig. 56). — Par le point donné A et la droite 

donnée BP faisons passer le 
^\ '^, plan zOx; du point A menons 

à BP le plan perpendiculaire 
a;Oy et sur l'intersection AB 
de ces plans, qui sera Taxe 
_ des x; prenons encore l'ori- 
gine de telle sorte qu'elle 
soit sur la surface : ainsi soit 
OB = a, nous aurons OA =Ka, 
en indiquant par K le rapport 
donné. Enfin Oz et Oj/ sont perpendiculaires à Ox et les 
axes sont rectangulaires. 
Soit M un point du lieu, on a 




B 



N 



B 



ng.36. 



mais la distance MP est égale à sa projection NB. 
On a 

car AO est additif dans AO + OB, ensuite 
ainsi Téquation cherchée est 
Cette équation devient 



ji+y«.l-K«)4-««(i — K«) + 2K«a;(l+K)=0, 



ou bien 



r=r^ 



+y*'hx* + 



1 — K 



---^ 0, 
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ce qui s'écrit encore 

392. Il faut distinguer trois cas. Si K<1, les trois 
termes du premier, membre sont des carrés positifs ; 
donc (§ 226) la surface est un ellipsoïde. De plus, en 
posant 

^ , Kg 

c'est-à-dire en transposant l'origine au centre, l'équa- 
tion devient 



« ^ K»«« 



y ^' ^1 — K- (i-K)« 

et Ton voit que Fellipsoîde est de révolution. Enfin, 
1 — K*, que nous supposons positif, est évidemment < 1 ; 
donc Taxe de révolution est plus petit que les axes égaux 
et l'ellipsoïde de révolution est aplati. 

Si K > 1 , un des carrés est négatif, et l'on a un hyper- 
boloide de révolution à une nappe. 

Enfin, si K = l, reprenons l'équation avant qu'on 
l'ait divisée par 1 — K'; elle se réduit à 

ce qui représente évidemment un cylindre parabolique 
dont les génératrices sont parallèles à Taxe des y. 

395. Lieu des points tels, que leurs distances à une 
droite donnée et à un plan donné soient dans un rapport 
constant. (Le lecteur est prié de faire la figure.) — Prenons 
pour plan des xy le plan donné, pour origine le point A où 
il est rencontré par la droite donnée OA et pour plan des zx 
celui de OA et de la perpendiculaire 0% au plan des xy. 
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Les axes étant rectangulaires, les équations de OÂ sont 

et la distance du point M à cette droite sera 

+ 2^ -t- \T^' 



x^ 



ce qui devra, d'après la définition, être égal à K*2'. 
Soit l'angle 

3A0 = f, 

on a 

H = tang j>, 

d'où 

Téquation du lieu devient donc 

y*4- (2 sin 9 — x cosf )* — K's* = 0, 

et représente un c6ne^ puisque le terme indépendant est 
nul. On dit que le plan donné est un plan directeur et la 
droite donnée une ligne focale. (Nous reviendrons sur 
cette question.) 

594. Cecôneest de révolution si (p=0, c'est-à-dire si 
OA se confond avec la perpendiculaire 0^; alors il reste 

Si, au contraire, la ligne focale était dans le plan 
directeur, il est clair que l'origine serait arbitraire, en 
même temps ^=90*'. 

L'équation devient 

équation du système de deux flans réels ou imaginaires 
qui se coupent suivant la focale ou Taxe des x. 
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595. lieu des points telSy que leurs distances à un point 
et à un plan donnés soient dans un rapport constant. 

Si l'on fait tourner une conique autour de son axe fo- 
cal, une directrice engendrera un plan perpendiculaire à 
cet axe. Un point quelconque de cette surface, considéré 
dans une des positions de la conique, sera donc un point 
du lieu. 

Comme la rotation se fait autour de l'axe focal, qui est 
le plus grand dans une ellipse, on obtient ainsi un 
ellipsoïde de révolution allongé. 

Dans 4ine hyperbole, Taxe focal étant transverse, on 
obtient aussi un hyperboloide de révolution à deux nappes. 

Dans ces deux cas, les distances au point et au plan 
sont inégales : si elles sont égales, la surface devient un 
parabolotde de révolution. 

396. Du reste, en prenant pour plan des xy le plan 
donné et pour axe des % la perpendiculaire FO = a abais- 
sée du point donné F sur ce plan, on aura l'équation 

Si a = , c'est-à-dire si le point donné est sur le plan 
donné, il reste 

ce qui représente un point si K < 1 , et un cône si K > i . 
Enfin, si K =1 , il reste 

ce qui donne une ligne droite^ l'axe des z pour lequel 

397. lieu des points tels^ que leurs distances à deux 
points donnés soient dans un rapport constant. — On sait 
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que, dans- un plan, ce lieu est un cercle; donc le lieu 
dans l'espace est une sphère engendrée par la révolution 
de ce cercle autour de la ligne des deux points. 

Cependant, si ce rapport se réduit à l'unité, il est clair 
que ce lieu devient le plan perpendiculaire élevé au milieu 
de la distance des deux points. 

398. Lieu des points tels^ que leurs distances à deux plans 
donnés soient dans un rapport constant. — Cherchons d'.a- 
bord ce lieu dans un plan perpendiculaire à Tintersection 
des deux plans donnés^, ce sera évidemment une droite 
passant par un point de cette intersection. Donc le lieu 
dans l'espace est le plan passant par Vintersection et par 
cette droite. 

V 

399. Récapitulation. — Nous avons ainsi comparé : 

1* Deux droites; 

2** Une droite et un point ; 

3*" Une droite et un plan ; 

4?" Un point et un plan ; 

5** Deux points ; 

6® Deux plans. 

La revue est donc complète. 

m. DISCUSSION DE li'ÉQCATION GÉIVÉBAIiE. 

400. Nous supposerons d'abord qu'un des trois coeffi- 
cients A, A', A" diffère de : admettons que ce soit A" 
et ordonnons Téquation générale relativement à z ; elle 
devient 

A"»» + 22 (Bi/ -h B'« -f C] 4- A«« -h Ay -f- SB^asy +2Ca: -h îCy -f- E œ , 
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ce qui donne une valeur de la forme 

— (By 4- B'ar -h G") it \/ecx* -h a'y* -h 2^a:y -h h^ H- 2y'y -f i 

z . P 

et revient à 

(A*a( -f- By -h B'a; -f C*)» =: ax« H- a'^» -*- 2pa^ 4- Sya: -h 2-/y -h 5. 

■ 

Dans chaque exemple numérique, il sera facile d'avoir 
les quantités a , a',... 

Nous supposons que Tune au moins des quantités a et a' 
diffère de zéro. Le second membre s'écrit comme il suit : 

1 

oc 

en posant 

«'-ê!=:fl, /-.ê2:=6, ^-V!=:c. 



a a a 



Enfin admettons encore que a ne soit pas nul, on a 
et réquation devient 

(A'a 4- By -h B'« 4- C)» — - («a; H- ^y -h y)«— ^ («y 4- 6)« = A , 

en posant 

a 

Ainsi, en prenant pour plans coordonnés ceux dont les 
équations sont 

A''24-By4-B'c4-C''=0, aa:-f-^4-y = 0, fly-f-t = 0, 

réquation de la surface est de la forme 

PX«4-P'Y«-l-P''Z»=A. 
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401. Si a = 0, il reste, avant la dernière transforma- 
tion, 

(A'« 4- By 4- D'à; + C')» — - (ox 4- /8y + y)» = 2^ -h <?. 

Alors l'équation de la surface prend la forme 

PX«-4-P'Z« = 2QZ; 

nous allons voir que ces deux types d'équations sont les 
seuls possibles. 

402. En efTet, nous avons admis que a était celle des 
quantités a et a' qui n'était pas nulle : mais si elles le 
sont toutes deux, le second membre de l'équation de- 
vient 

2^4-«y*4- 27'y + i = ^ (^4-y) (ft^ + vO^- a-^'. 

Soit p« -h Y = ** , 3y-l-Y'=y'» on sait que 

ainsi l'équation se ramène au premier type, si ^ n'est pas 
nul. 

403. Quand ^ est nul en même temps que a et a% il 
reste 

(A"» -h By 4- h'x 4- C')« = 2y« 4- 2y'y 4- *; 

l'équation se réduit à PX* = 2QZ , cas particulier du se- 
cond type pour P=0, et qui représente un cylindre pa- 
rabolique j puisque' toute3 les valeurs de Y donnent pour 
section la même parabole. 

404. Nous avons commencé par admettre que A'' était 
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celui des trois coefficients A , A', A" qui n'était pas nul ; 
s'ils le sont tous trois, Féquation donne 

y[B^a; + C04-Cj?-f jE 

^"~ By 4- B'a; -h C 

Effectuant la division algébrique, on a encore 

^ __ B*a; + C^ mx* -h 2nx 4- j? 
*"~ B "^ By + B'^-hC ' 

ce qui revient à 

(B» + B*» + C) (By + B'a; + C*) + B (fw«* + 2fM: + r) = 0. 

Mais 

(Il \ s n* 

transformons aussi, comme on vient de le faire, le pro- 
duit des facteurs en différence de carrés : on revient au 
premier type. 

Seulement cela suppose que B , Tun des trois coeffi- 
cients B, B', B", n'est pas nul ; en effet cm voit, par la 

B'B" 
division, que m = ^ . 

Or il est clair qu'on peut toujours choisir pour mettre 
en dénominateur celui que l'on veut de ces trois coeffi- 
cients. Du reste, on ne peut les supposer nuls à la fois ; 
car la surface ne serait plus du second degré, puisque 
A , A% A" sont déjà nuls. 

405. Considérons donc ce que représente le prem'er 
type, qui revient à 

p p' p" 
quand h n'est pas nul. 
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p p/ p 

Alors, si ^, T-) -T- sont tous trois positifs, on a 1'^%- 

scide; s'ils sont tous trois négatifs « on a une sur face ima- 
gifudre» 

. Si deux de ces quantités sont positives et l'autre néga- 
tive, la surface est un hyperboloïde à une nappe. 

Si deux de ces quantités sont négatives et l'autre posi- 
tive, la surface est un hyperboloïde à deux nappes. 

406. Dans le type PX* + FY* -h Y^Z* = fc , si l'un des 
coefficients, tel que F, est nul, l'équation 

reproduit un cylindre elliptique réel ou imaginaire si 
P et P sont de même signe, et un cylindre hyperbolique 

si P et P sont de signes différents. 

p 
Enfin, si l'on a aussi P = , Téquation - X* = 1 ne 

représente plus que deux plans parallèles rjels ou imagi- 
naires. 

407. Généralement h==0 donne 

ou bien 

P^. . F, 
, P' 



4ï* + 5--Y' + Z^=0, 



. P P 

qui représente un point si ^ et p^ sont tous deux posi- 

. P P' ' 

tifs, et un cône si p^ et ^ sont tous deux négatifs ou de 

signes différents. 

408. Si ft = en même temps que P' = , l'équa- 
tion PX* -f- PZ' = représente une ligtie droite si P et P 
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sont de même signe, et deux plans qui se coupent si P et P 
sont de signes contraires. Si aussi P = , il reste un seul 
plan. 

409. Passons au second type PX* + P'Y* = 20Z : il re- 
présente, en général, un paraboloide elliptique si P et P' 
sont de même signe, et un paraboloide hyperbolique dans 
le cas contraire. « 

Si Q = 0, on retombe sur les cylindres doués d'un axe, 
et, si P'= 0, sur le cylindre parabolique. 

IV. CARACTÈRES DES SURFACE!» D'APRÈS 
LES COEFFICIENTS. 

410. Surfaces douées d'un centre unique. — La méthode 
précédente suffit pour recqpnaitre la nature d'une surface 
représentée par une équation numérique ; mais il s'agit 
maintenant de distinguer cette nature en gardant la trace 
des coefficients algébriques. 

L'équation de la surface rapportée au centre étant 

A«« + Ay -h AV + 2By3 -f- 2B'ar« -f 2B"«y 4- F = 

(F est la même chose que G au § 164), nous admettons 
d'abord que l'un des trois coefticients des carrés, soit A", 
diffère de leéro, et nous supposerons A* > 0. L'équation 
devient 

ou bien 



^272 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Mais, dans le coefficient de y% on observe que 

(Vâ* — B«) (AA* — B'«) — {B'k' — BB'i» = — A^m , 

et l'on voit que m n'est pas nul, puisqu'il y a un centre 
unique. 

Nous aurions pu isoler x* au lieu de tf ; alors nous au- 
rions eu en dénominateur A'A" — B* au lieu de AA" — B". 
Ici nous supposons donc que ces deux quantités ne sont 
pas nulles à la fois et que A A" — B'* est celle qui diffère 
de zéro. 

Enfin l'équation transformée devient 

1 {k-z + Bsf -h Wx)* + j,.^f,J_ B^ [ ^(AA^ - ^"^ + y [B^A'^ - BBT }' 

AA* — B'»" 

411. Supposons d'abord m^O ; nous commencerons 
par conclure de la relation 

A»m = (B-'A" — BBO« — (A'A» - B*) (AA" — B'«) 

que les quantités A' A" — B* et AA" — B'* sont de même 
signe, comme d'ailleurs cela devait être, puisque l'on 
pouvait isoler x^ au lieu de y*. 

Supposons d'abord que le signe de ces deux quantiiés 
soit positif : les trois termes du premier membre sont 
positifs; on aura donc un ellipsoïde qui sera réel si 
F< 0, imaginaire si F> 0, et qui se réduira à un point 
pourF = t). 

412. Soit toujours m>0 et supposons que le signe 
commun de A'A" — B» et de AA'' — B'* soit négatif : l'é- 
quation donne la figure H = — F. On reconnaît 

alors un hyperboloïde à deux nappes si F < , à une nappe 
si F > 0, et un cône si F = 0. 



CARACTÈRES DES SURFACES DU SECOiND DEGRE. • 273 

413. Si m>0, le signe de AA" — B'* devient indiffé- 
rent ; en effet, pour AA" — B'* > , le premier membre 

donne + H , et, pour AA" — B'* < 0, il donne H h . 

Dans les deux cas on a donc un hyperboloide à une nappe 
pour F < , ô deux nappes pour F > , et un cône pour 
F = 0. 

414. Tant que m était négatif, l'expression de A"m 
prouvait que AA" — B'* ne pouvait être nul. Mais si 
m > 0, rien ne s'y oppose, et nous pouvons rattacher au 
numéro précédent le cas 'que nous avons laissé de côté 
et où l'on a à la fois • 

AA" — B'«=0, A'A" — B» = 0. 

Alors, après la première transformation, l'équation 
devient 

(A" -: + Bi/ + B'a)* -h2xy [.i" B" — BB') = — FA", 

et comme 

le premier membre a toujours la forme 4- H ou 

H h suivant le signe de A"B" — BB'. 

Ainsi cela revient au numéro précédent, car 

''' = - JF, >0- 

415. Jusqu à présent nous avons supposé A"> 0. 
Maiâ si A, A', A" étaient nuls à la fois, nous suppose- 
rions B">0 : en effet, si l'on avait aussi B,'B', B'' 
nuls à la fois, la surface ne serait plus du second ordre. 
Du reste, aucun de ces trois coefficients ne peut être 
nul, car il reste 

m==— 2BB'B^ 

et nous avons supposé m différent de zéro. 

GÉOlf. ANAL. B. ET B. 18 




274 GÉDMÉTRIE ANALYTIQUE. 

L'équation se réduit à 

4By3 -f 4B'«3 -h * B^a^ = — 2F : 

or nous avons identiquement 

, B' x^ B / B \ / . B' \ BB' , * 

et 

Inéquation devien^donc 
car 

m = -2BB'B''. 

Alors soit m < 0, on revient au g 412, car on a 

+ ---=-2F, 

et A'A" — B*, A A" — B'* sont alors négatifs comme se 
réduisantà— B* et— B'*. 

Si m>0, on retombe sur le § 415, car on retrouve 

h au premier membre. 



416. Nous pouvons donc établir le tableau suivant, que 
l*on conclut facilement des liuméros précédents. 

Surfaces à centre unique (*w^Oj« 

A''> (ou B"> 0, si A, A', A" sont nuls). 

Premier cas^ — Quand m est négatif en même temps 
que Tune des quantités B* — A' A" et B'* — AA", on a le 
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Genre ellipsoïde. 

F<0, ellipsoïde réel; F>0, ellipsoïde imaginaire; 
F=0, point. 

Second cas. — Quand m n'est pas négatif en même temps 
que lune des quantités B* — A' A", B'* — A A", on a le 

Genre hyperboloïde. 

F et m de signe contraire. — Hyperboloïde à une 
nappe. 

F et m de même signe. — Hyperboloïde à deux 
nappes. 

F = 0. —Cône. 

41 7 . Ces dernières conditions peuvent s'indiquer autre- 
ment avec la notation des déterminants. 
Les quatre dérivées de Féquation donnée sont 

D^rsAx+B^y+r/a + C, 
D, = Brr-f- A'y-f B i 4- C, 
D, =B'a;-^-By-|-A"3-^-C^ 
Dj = Ca:4-C'y+C''3+E, 

et le déterminant de ce système, 



A = 



A B"B' C 
B"A' B C 
B' B A" C" 
C C G" E 



s'appelle le discriminant ou le Hessien de la fonction 

ç>=z=A«»-f-A'j/*4-.... 

Pour former ce déterminant, il nous sera plus com- 
mode de partir de la ligne horizontale inférieure : cela 
se fera en écrivant les dérivées dans un ordre inverse, 
comme il suit : 

D, = E + C"i + C'y -h Cx, 
D,= G'' + A''i-hBy -|-B% 
Dy = C -f Bi + A'*/ 4- B"A , 
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11 es! clair que le déterminant obtenu ainsi 



à = 



E 


C* 


ce 


C 
C 


A" 


BB' 


B 


A'B" 

B^A 



sera identique au précédent et pourra s'écrire 



A=E 



A'B t' 




. C C C 




C c c 




ce C 


B A' B" 


— C 


B A'B" 


-hC 


A'B B' 


— C 


A^B B' 


B'B'A 




B'B" A 




B'B^A 




B A'B" 



11 sera facile de conslater que le déterminant 



A^B B' 
B A'B" 
B^B^A 

De même 



ce c 

B A' B" 
B' B" A 



=AA'A''-+- ÎBB'B" -AB« — A'B'*— A''B''«=— w{§ 162), 



= C« 



BA' 
B'B" 



— C 



A'B 
B'B 



H-C 



A'B 
B A' 



K»^§1G2). 



418. On aura de même les deux autres déterminants : 
par conséquent, 

— A = CKH-C'K4-CK''-fEm = Fm 

= G* (A' A" — B«) + G'« (AA"— B'«) + C^ (A A' — B"») 

4- 2C'C (B'B" — AB) -h 2CC (BB" — A'B') + 2GC'(BB' — A"B") 
+ EfAB*-hA'B'24-A''B''*^AA'A'' — ?BB'B"). 

On. appelle premier invariaut un déterminant tel que 
celui dont la valeur écrite ci-dessus est égale à — m. 
On appelle encore second invariant une quantité telle 

que 

(1" = 

dans le tableau, nous avons considéré 

B'2 — A\"= — f/'. 

IJe même, comme premier terme de l'équation qui doit 
être positif, nous avons choisi A" ou, à §on défaut, B". 



A B" 




A r/ 


a 


A'B 


B"A' 


, rf' — 


B'A" 


, cl — 


n A" 
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Mais nous devons ici faire observer que si F et m sont 
de signe contraire, on a i > 0, tandis que A < si F et w 
sont de même signe. 

419. Surfaces dépourvues de centre unique. — L'équa- 
tion générale 

4- 2Ca; 4- 2C'î/ -{- SCî H- E = 

devient 
OU encore 

i ,•..' .1. . n, . r,<. . ;iA''— B'«)l , «(BM* — BIT) CA»— C"B,t 
+ pj** " - AA»-B'« ! 



AA"— B'« 



-^-A 






Ainsi la quantité A" disparait comme dénominateur 
commun : mais il faut surtout observer que le coefficient 
de y* est nul parce que m = 0. 

Ensuite, le numérateur du coefficient de 2j/ sera égal 
à K'A". 

420. Quant au terme indépendant, il se réduira, puis- 
qu'on a déjà supprimé le dénominateur A", à 

A" |E (AA" — B'») — C'A — C'A* + 2CC»B'}. 
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Comme on peut le voir d'après le développement de 
— A (g 418), la quantité qui multiplie ici A'' et qui ne 
contient pas A\ n'est autre que le coeffifcient de A' dans 
l'expression de A. D'ailleurs c'est ce que nous allons voir 
ci-dessous. 

Soient /, /', /' les coefficients de A, A', A" dans l'ex- 
pression de A, le terme indépendant sera donc 

A»/' 



AA» — B'« 



On pourra écrire /' sous forme de déterminant : en. 
effet, l'expression 



A = 



donne immédiatement 



A 


B'B G 


B* 
B' 
G 


A' B G' 
B A" G* 
G' CE 



/= 



A'B C' 

B A^C" 
G' CE 



donc, changeant les termes relatifs à a; en ceux qui sont 
relatifs à y, et réciproquement, on écrira 





AB'C 


/'= 


B'A^C" 




G CE 


comme il est facile de le vérifier. 


De môme 




A'B^C 


/"= 


B^'A G 




G'G E 



421. Enfin, comme nous avons écrit (g 418) 

AA" — B'« = d', 

l'équation se met sous la forme 

(A*'* 4- By -h B'a; 4- G")* 4- ^, { ti'« 4- (B^A" — BB') y 4- G A» — CB j' 
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Pour le réduire à la forme la plus simple, posons 

V ^' 

nous avons enfin 

(f tA'x + By + B'a; -4- €*)• -f M'« -f (B'À» — BBO y -+- CA'» — CB }« 
+ 2K'A''Y = 0. 

422. Nous avons déjà admis que l'un des troiâ coeffi- 
cients A , A' , A" n'était pas nul, et nous avons posé A" > 
comme premier coefficient de Téquation. Ensuite, des 
deux variables a; et y nous avons isolé y, dont le carré a 
été nul à cause de m = et qui correspond à 

mais nous aurions pu faire les calculs de même en iso- 
lant d == A' A*' — B* ; nous admettons encore que ces deux 
quantités ne sont pas nulles à la fois. 

Ainsi on peut regarder d' comme différant de zéro ; 
mais rien n'indique le signe de d\ 

En troisième lieu, nous supposerons aussi que K' n'est 
pas nul. 

Cela posé, il est clair que l'équation représente un pa- 
rabolôide elliptique si d' > , et hyperbolique si d' < , 
puisque alors les carrés sont de même signe ou de signes 
contraires. 

425. Après ce cas général, A" et d' étant toujours dif- 
rents de zéro, supposons K' = 0; je dis qu'on a aussi 
K = 0,K''=0. 

En effet, les identités obtenues en remplaçant, dans les 
dérivées relatives à x , y et 2 , les coordonnées du centre 
par leurs valeurs deviennent, à cause de m = et 
K'==0, 

AK-fB'K'' = 0, BK''-+-B''K = 0, A^K" -h B'K = 
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et donnent 
d'où l'on tire 

AB — B'B''=0, A'B" — BB'=0 et AA» — B'*=rf' = 0, 

ce qui est contre l'hypothèse. Il faut donc que Ton ait 
aussi K = 0, K''=: 0. Ces trois relations K = 0, K'=0, 
K''=0 s'expriment par une seule formule en écrivant, 
quels que soient C , C , C" , la relation 

CK + CK'-f C''K'' = 0. 

424. Dans ce cas, nous ne pouvons point poser 
la première équation du g 421 se réduit à 

d'IK^x 4- By + B'« -f- C)* + j d'x -f (B'A" — BB'ly + CA" — CB |* 

4-A''/' = 0, 

ce qui représente un cylindre elliptique si d' > ; seule- 
ment ce cylindie sera réel si /' < , imaginaire si /' > 0, 
et se réduit à une droite si /' = 0. Mais dans ce cas, 
comme on aurait pu isoler x aussi bien que j/ , on a en 
même temps 1=0. 

Pour d' < 0, on a un cylindre hyperbolique quand 
/ et /' ne sont pas nuls à la fois, et deux plans qui se cou- 
pent lorsque / = 0, /' = 0. 

425. Arrivons au cas où d' = A A" — B'* = , ce qui 
suppose aussi (§ 422) d = A' A" — B* = ; car, si une 
seule de ces quantités était nulle, il n'y aurait rien de 
particulier. Mais si l'on a à la fois d = , d' = , on 
peut voir qu'on a aussi d" = AA' — B"* = 0. 
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En effet, les trois identités : 

Am = (AB — B'B")» — o»o', 
A'm = (A'B' — BB'')» — $"$, 
A"!» = (A-'B" — BB')« — So', 

donnent pour m= , 3 = 0, S' = , les relations 

AB=B'B*, A'B' = BB», A^B^ — BB'; 

multipliant les deux premières, on a AA'=B"* ou d'^O. 
D'après toutes ces relations, qui donnent 

B'* B* BB' 

A-^=0. A'-?^ = et B«-^ = 0, 

la première transformation du § 419 donne 

(A"* 4- By 4-. B'o; -h C*)« 4- 2a; (CA" — CfW) -♦- iy (C'A" — CB) 

4- BA* — C» = 0, 

c'est-à-dire que Ve^isemble des termes du second degré se 
réduit à un carré parfait. 

On voit aussi que l'équation précédente se réduit à 

^ (A^a 4- By 4- B'a:)« -h 2Ca; H- 2C'y 4- Wz 4- E = 0. 

Ce résultat peut prendre une forme plus symétrique à 

BB' 
cause de la relation A" = -^. En effet, on a alors 

A«',4-By-HB'x = ^'.-hB2/ + B'a: = BB'(|j + |4g). 

Donc 

[k^z^By 4 Wx)* = B'B'»^^ 4^4 ^„J. 

1 B" 
et comme tt? = «ôj » ^^ trouve enfin 



BB'B" g 4 ^ -h |j J -f 2Cr 4- 2C'y + 2C 



"3 4 E = 0. 
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Maintenant, si l'on prend pour plans des ¥Z et des X¥ 
ceux qui ont pour équations 

5 + ^4-^ = et 2C« + 2C'y -4- 2^3 + E = , 

Téquation rapportée à ces coordonnées sera de la forme 

donc^elle représente un cylindre parabolique. 

426. La transformation précédente suppose qu'aucune 
des quantités B , B' , B" ne soit nulle : si B" = 0, la rela- 
tion A^B" = BB' montre que B ou B' doit être aussi nul. 
Béciproquement soit, par exemple, B' == 0, l'équation ci- 
dessus, où A'' > , devient 



~jf [K^z H- hy]^ -4- 2C« + 2C'y -f ÏCs + E = , 



OU bien 



pj/* -♦- A^s» -h 2By3 -h aCa: -h 2C'y + 2^2 -h E = 0. 

Alors, en efTet, le coefficient de xy est aussi nul. 

427. Pour que ce cylindre dégénère en système de 
plans, il faut et il suffit que les expressions A'';^ + Bi/ + B'x 
et Cx -h C'y + G'z (§ 425) ne diffèrent que par un facteur 
constant, c'est-à-dire que l'on ait 

B _ (y £' _ Ç 

A^ — C* A''~C''* 

•1 B" 
Mais , comme Vi? = ôô? > il reste 

B^ _ C B" __ C 
B'~"C*' "B"~C^' 

ce qui donne la double égalité BC = B'C'= B'C. 
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Si ces conditions sont satisfaites, soit X ce produit 
commun et posons 

Féquation de la surface devient 

^Z« + 2C''Zh-E = 0. 

ou bien 

BB'Z«4-2;Z+EB''=0. 

On aura donc 



„ — a±:V^;*— EBB'B" 
^= BB' ' 

ce qui représente deux plans parallèles ; ces plans sont 
réels si X« > EBB'B", imaginaires si X* < EBB'B", et se ré- 
duisent à un seul si X* = EBB'B". 

428. Passons maintenant au cas où A, Â', A" sont 
nuls. Les coefficients B , B' , B" ne peuvent être nuls à la 
fois, sans quoi la surface ne serait plus du second degré; 
mais comme la quantité w, qui se réduit ici à — 2BB'B" , 
doit être nulle, il faut que l'un d'eux soit nul mous 
prendrons B" > et B' = 0. 

L'équation devient alors 

^"y (z 4- l?*) 4- Ca-j- C'y -t- Cï 4-| = 0. 

R E 

Soit aï -4-^7,2 = X, Caî4-C'î/4-C"2-f-^=Z, onsait 

que y\ = ^ . ^^ -^ Ainsi , Péquation étant 

ramenée à la différence de deux carrés, jointe à un terme 
du premier degré, on voit qu'elle représente un parabo- 
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loide hyperbolique rapporté à trois plans coordonnés qui 
ont actuellement pour équations 

yH-X=0, y — X = et Z = 0. 

429. Dans l'équation donnée 



.C" 


B 

B"' 


on a 








X 








^ B 


X. 


et il reste 
















B-yX + C'y 


4-0X4-1 = 


= 0. 



Cette équation, n'ayant que deux variables, représente 
dans le plan des Xj/ une hyperbole, et dans l'espace un 
cylindre hyperbolique qui a cette hyperbole pour base. 

La condition BC = B^C, que nous venons de trouver, 
revient à K = ,'K'' = , comme il est facile de le véri- 
fier à cause de A=0, A' = 0, ^"^=0, B' = 0; ce qui 
donne déjà K' = 0. 

430. Si-réquation B"j/X -f- C't/ + CX -h |= se dé- 

compose dans le produit de deux facteurs du premier de- 
gré, la base du cylindre dégénère en deux droites qui se 
coupent, et le cylindre lui-même se réduit au système 
de deux plans qui se coupent. 
On a l'identité évidente 

i F ce 

If (B''y -h C^ IB'X 4- C) +5-^ = 0; 

la condition de cette réduction est donc B"E = 2CC'. 
Or, des deux expressions /et /' que nous avons consi- 
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dérées au § 45, il est clair que /' = 0, à cause de 
A=0, A' = 0, A" = 0, B' = 0; pour l'autre, elle de- 
vient 

/ = — EB* -h 2CC'B 

el se trouve nulle aussi quand la condition est remplie. 

431. De ce qui précède on conclut sans peine le ta- 
bleau suivant : 

Surfaces dépourvues de centre unique (m = 0) : 

A" > (ou B» > 0, si A , A', A" sont nuls). 

V' cas (CK -h C'K' -+- G"K" différent de zéro). — Genre 

PARABOLOÏDE. 

1** L'une des deux valeurs B^ — A' A" , B" — A A" est né- 
gative. . — Paraboloide elliptique. 

2** L'une des deux valeurs B' — A'A", B'* — AA" est po- 
sitive. — Paraboloide hyperbolique. 

432. 2« cas (CK + C'K' -f- C'T' == 0). — Genre cy- 
lindre. 

1'^ variété : Tune des deux valeurs d =^ A' A" — B% 
d' = AA" — B'* diffère de zéro. — Cylindres ayant un axe. 

1"* d OM d' négatif. 

/ ou /' <>0. — Cylindre elliptique. 
/ ou /' > 0. — Cylindre imaginaire. 
l et /' nuls. — Une droite. 

2** d ou à! positif. 

l ou V différent de zéro. — ^Cylindre hyperbolique, 
l et /' nuls. — Deux plans qui se coupent. 
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2' variété : d et d' nuls tous deux. — Cylindres privés 
d'axe, 

(L'ensemble des termes du second degré est ui^ carré 

parfait.) 

1** On n'a pas à la fois CB = C'B' = C''B\ — Cylindre 
parabolique. 

y On a à la fois CB = C'B'=C''B" = X. — Deux plans 
parallèles : 

l. Réels si \*>EBWB''; 
IL Imaginaires si X* < EBB'B" ; 
IIL Réduits à un seul si X* = EBB'B". 



Y. OBSEm¥ATI0N9. 



453. Cette discussion complète n'est pas toujours né- 
cessaire, et dans bien des circonstances on reconnaît la 
nature de la surface par les sections qu'y déterminent les 
plans coordonnés, sections dont les équations s'obtien- 
nent de suite en égalant successivement a zéro^ x^ y eiz. 

Ainsi, quant aux sur/aces à centre unique let rappor- 
tées à ce centre, nous observerons avec ML Gerono {Nou- 
velles annales j 1856, page 322 et suiv.) que si, parmi ces 
trois sections, il en existe deux réelles d'espèce diffé- 
rente, la surface est un hyperboloïde à une nappe ; s'il en 
existe une réelle et une imaginaire^ la surface est un hy- 
perboloïde à deux nappes. 

Enfin il faut se rappeler (§157) que la projection d'une 
section est de même espèce que cette section. 



CHAPITRE X 



ÙÉTEUMINATION DES SURFACES DO SECOND DEGRÉ 



I. ÉLfiniNTS BfijA CONNI». 

« 

434. Rappelons d'abord ceux des éléments d'une sur- 
face du second degré que nous avons déjà déterminés en 
fonction des coefficients de l'équation générale 

» 4- 2Ca: H-2Cy + SCa -h E =? 0. 

Ces éléments sont les suivants : 

1*» Le centre (§161). 

2** Le plan tangent en un point donné de la sur- 
face (g 170), et, plus généralement (g 175), le plan po- 
laire d'un point donné. 

5** Le cône asymptote (g 196), et, plus généralement, le 
cône enveloppe de sommet donné (g 192). 

4** Les plans diamétraux relatifs à une direction don- 
née de cordes (g 205). 

5® Les relations entre un diamètre et la direction des 
plans conjugués (§ 209). 

6° Les relations entre les diamètres conjugués (g 213)* 



1 
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11. ATLEM DES SURFACES A CENTRE. 

435. Coordonnées rectangulaires. — Il nous reste à 
chercher en grandeur et en direclion les axes conju- 
gués principaux. Comme il s'agit d'une surface à centre, 
elle aurg pour équation 

le centre étant pris pour origine. 

De plus, nous admettons ici que les coordonnées pri- 
mitives sont rectangulaires. 

La méthode que nous allons employer consiste à 
comparer la surface à une sphère concentrique et tan- 
gente : alors le rayon du point commun de contact sera 
perpendiculaire au plan tangent; ce sera donc un des 
axes principaux. 

Une sphère concentrique a pour équation 

Soient x', t/', 2' les coordonnées du point de contact 
commun aux deux surfaces, l'équation du plan tangent 
commun sera, d'un côté, 

X (A X' -f B'i' 4- B" }f) -f- y [K'y' + B^' -+- B" x') 
+ z (A''2'-f B'a;'H- B?/') =— F, 

et, de l'autre, 

XX' -\- yy* 4- 2i' = B^. 

Il faut donc identifier ces deux équations, ce qui 
donne 

— F ~"B«' 
k!y'-\^^z'-it'R''3f _y' 

— F "^ U«' 
A^y4-BW;^+By^ _ z^ 

— F "~B*\ 
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et Ton a encore, en posant -^ = [a, ^ = v, 

z z 

— pi=-^= :: = i^r^A^ + BV-l- 



R* 



>iH-By=S. 



436. On en conclut 

^(S — A) = B%H-B', v(S — A') = BV + B, 

et 

s — A'irrBV-f Bv. 

Multipliant la première égalité par S — A', la seconde 
par B" et ajoutant, on obtient 

/ui|(S-A)(S — A') — B^îjrizB'tS — A')-HBB'' ; 

on a par la symétrie • 

V { (S — A) (S — A') — B"*] = B (S — A) H- B'B'». 

Quand on aura trouvé la valeur de S, ces deux rela- 
tions donneront les équations 

d'un axe principal. 

437. Pour obtenir S, transportons dans la troisième 
des relations précédentes les expressions de [x et de v. 
Il vient 

(S— A)(S— AO(S— A'') = B*(S — Aj + B'^tS— AT-hB^^tS — A'')4-2BB'B^ 

ce qui se réduit à l'équation du troisième degré 

S3 — s« (A 4- A'+ A") + S (A' A" — B* 4- AA" -^ B'» + AA' — B"») 
4- AB« + A'B'« + A" B"* — AA' A" — 2 DB'B" = 0. 

Observons que le terme indépendant est la quan- 
tité m qui n'est jamais nulle tant que la surface a 
un centre unique, comme nous le supposons ici. Alors 

GÉOH. ARAL. B. ET H. 19 
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l'équation précédente ne peut pas descendre au second 
degré. 

458. Les expressions 

_ B^ (S — V) -h BB^ ^ B(S — A)4-B^B^ 

•** — (S_A)(S — A') — B"*' '"—(S— A)(S — A') — B"*' 

OÙ il faut substituer à S les racines de Téquation pré- 
cédente pour avoir les directions des axes princi- 
paux, peuvent être ici remplacées par d'autres plus 
simples. 
Comparons la troisième des relations ci-dessus 

s— A'' = BV-hBv, 

avec Tune des premières, telle que 

;i(S — A) = B''v4.B'; 

multiplions d'un côté par B" et de l'autre par B pour 
éliminer v, et retranchons, il vient 

_ B^^S+Bli^— B^A" 
'*"' BS-f-B'B» — AB ' 

et symétriquement 

B'^S+BB^— B^A»^ 
"""B'S-j-BB"— A'B'* 

Ici S n'est plus qu'au premier degré en haut et en 
bas ; du reste, c'est maintenant le numérateur qui est 
le même. 

Ces valeurs semblent indéterminées si B=0, B'=0, 
B"=0 : mais alors les axes donnés, sont les axes princi- 
paux eux-mêmes, et S a les trois valeurs A, A', A". 

439. Connaissant les axes principaux en direction, il 
faut les avoir en grandeur. Pour cela, soient S^, S„ S, 
les racines de Téquation précédente et R^S R,*, R,* 
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les carrés des demi-axes principaux qui sont les rayons 
des sphères dont nous avons parlé, on aura, d'après ce 
qui précède, 

F F F 

Ri«=-^, R,!=-î-, R5»=-|-. 
^1 î^« 03 

Pour Fellipsoïde, les trois sphères sont réelles : donc 
Ri% R.S V sont positifs, et R, = a, R,= &, h^= c. 

Pour l'hyperboloïde à une nappe, R^' et R,* sont posi- 
tifs; mais R,«= — c» est négatif et la troisième sphère 
est imaginaire. 

Pour ThyperÊoloïde à deux nappes, R5*=c' est 
seul positif, tandis que Ri*= — a*, R,*= — b^ sont 
négatifs. 

Enfin, pour Tellipsoïde imaginaire représenté par 

^i |,2 -a 

il est clair que les trois carrés R^*= — a% R2'== — t*, 
R5*= — c* sont négatifs. 

De tout cela il résulte encore que les trois racines de 
l'équation en S sont réelles. 

440. Coordonnées obliqiies. — Pour obtenir les axes 
principaux avec toute la généralité possible, nous sup- 
poserons maintenant que les coordonnées primitives 
soient quelconques. Nous n'admettons même pas que 
le centre soit l'origine ; cela nous permettra d'appliquer 
plus tard les calculs à une surface privée de centre 
unifi^ue. 

L'équation de la surface donnée étant donc 

A a;« -I- A'i/« -h A'' i« -h 2 B ?/i -f 2 L'xs 4- 2 B" xy 
-f- 2Ga; -h 2C'i/ -f 2^5 + E = 0, 
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celle de la sphère concentrique et tangente sera 

en indiquant par x^, y^^ 2^ les coordonnées du centre 
commun. 

Soient afj y\ 7! les coordonnées du point de contact 
commun aux deux surfaces, Téquation du plan tangent 
commun sera d'un côté : 

a;(Ax' + B'3'-|-B*y'-f.C)-hy(AY+B3'4-B''«'+C') 

4-3 (A" s' -h By'-H B'^/^- C) -f- Ca:' -f- CY+ ^3'+ E = 0, 

et de l'autre (§180) 

H- (y — 2/0) (y'-" yo+ (3' — s©) cosys + (x' — «0) cos x\j\ 

4- (3 — 3o) J3' — 3o-f (y'— yo) cosys 4- («' — «0) cosaà} = R*. 

441. Pour identifier ces deux formes de l'équation 
d un même plan, il faut chercher à mettre en évidence, 
dans Téquation du plan tangent à la surface, les varia- 
bles X — ojç, y — t/^,, % — %^ au lieu de x, j/, %. On écrira 
donc 

(x- a^o) (Aa/+ B'^-hB^y 4- C) 4- (y - yo) (AV4-B3'4. B»x'4- C') 
4.(3-3o)(A''3'4-By'4-BV4-C')4-«o(Ax'4-B'3'4-B''y'4-C) 
■f yo (AY4- B V4- B''x'4- C') 4- 3o (A^y 4- By'4- B'a/ 4- C) 
4- Ca/4- Cy'4-C''3'4- E = 0. 

En dehors des termes affectés des facteurs x — x^, 
y — y^^% — «0, les termes se combinent de la manière 
suivante 

«'(Aa;o4-B"yo-fB'3o4-C)4-y(A'yo+B''x64-B»o4-C0 

4- y (^"304- B'a:o+ Byo4-C'') 4-Ca;o4-C'yo4- C*3o-f E 
= Ca:o-HC'yo4-C3''o+E=F, • 
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puisque a^o, y^, z^ représentent le centre, ce qui rend nuls 
ici les coefficients de jj', j/', z\ 

Par conséquent, l'équation du plan tangent à la sur- 
face se réduit à la forme 

(«-a:o)(Ax'4-BV+B''y'+C) +(y-yo) (A'y' + Bî'+B'aî'+C') 
-f [2- 3o) (A^a'-f B2/'-h B'aZ-h C») = - F. 

442. Pour l'identifier avec celle du plan tangent à la 

sphère, on posera 

* 

Aa^ -f BV-f-B^y^+ C a;^— aV)-Ka^~3o)cosaa-Ky^--yo)cosay 

— F ■" R« • 
AY4-Bs^+B^a;^-|-C^ _ y^— yo+(a^ — go)cosy3 + (a:^— j;o)cosay 

— F ~ R* ' 
k"z'-\' By^+ B^g' +C'' _ z' — gp-h (y^— yp) cosyg + [x^—Xq) cos gs 

= F ' "" K* 

443. Ces équations se modifient encore si l'on pose . 
aussi, dans les premiers membres, 

x'={xf—xo)-\-xo, y' = (y'— yp)+yp, 3'=(y— ^ol-H^p. 
Alors 

Aa:'+B'y+B''y'+C = A(a/-.go)4-B'(a'-3tt)+B''(y'-y;., 

puisque le centre donne 

A^o-f B'3p-fB"yo4-C = 0. 

Il en est de même pour les autres dérivées. 

444. Cette transformation étant supposée faite, divi-' 
sons les deux membres de chaque égalité par a' — 2^ et 
indiquons par 

x'—xq y' — yp 
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les coefficients angulaires du rayon central; les équa- 
tions deviennent 

kfji-\- B'-f- B'v _ /i-\-co%xz -t- vcosyg 

A^»-|- B -f-B*/* y + cosyg -^ficosxz 

=T R« ' 

A'' 4-B»-f- B^/t 1 +»co8y»4-/Micosa» 
— F ~" R« ' 

d'où Ton tire les équations 

F_ A/tH-B'^v + B^ _ A^4-B^V4-B^ 
R* /*-Hvcosa^-|-cosx3 v-h/ACOsa:yH-cosys 
AJ?+Bv4-B^u g 

1 -f- /li C0SX3 -i- » cos t/3 

445. On a donc les trois relations 

jui(S— A)-Hv;Scosxy — B^l + Scosxs— B' = 0, 
v(S — A') + ;i(Scosxy— B^l+Scosyz— B=0, 
/a(Scosx3 — BT-h^iScoBys — B)4- S— A'' = 0. 

Les deux premières donneront par l'élimination 

/jijiScosxy — B"}»— (S— A)(S — A')j-f (Scosyz — B)(Scosa:y— B") 

— (S cosxz - B') (S — A') = 0, 
vjlScosxy — B")»— (S — A)(S — AOj-MScosxz—BOlScosary — B») 

-(Scosys — B)(S — A) = 0. 

446. Transportons ces expressions de p. et de v dans 
la troisième relation, on a Péquation du troisième 
degré en S : 

(Scosary — B")» (S — A") -f (Scosxs — B')« (S — A') 
+ [Scosyz — B)« (S —A) — 2 (Scosa:y — B") (Scosars— B') (Scosyî — B) 
— (S - A) {S — A') (S — A") = 0, 

et cette équation devient, en ordonnant, 

( S' 1 — cos*«y — cos*x5 — cos*xy + ^coszy cosxz cos yz) 
' A sïn^yz -\- A'sin*xï -f- A'' s\n*yz 
«, j — 2B {cosyz — cosxz cosxy) 

— 2B' [cosxz — cosxy cos ys) 

— 26" (cos xy — cos xz cos yz) 
_ jB»— A'A^ + B'»— AA^-f-B"*— AA' 

) H-2cosy3(AB — B'B*)-f- 2cos«(A'B'' — BB") -f 2cosa:y(A''B''— BEI 
4- AB« + A'B'« + A'B"* — AA'A"— 2BB'B'' = 



J 
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Les trois racines de cette équation donnent trois sys- 
tèmes de valeurs pour [x et v, ce qui détermine les direc- 
tions des axes principaux. 

447. Quant aux longueurs de ces axes, on les obtien- 

F 
dra par la formule R* = — ^ • 



. Cônes. — Si F = 0, cela ne change rien aux va- 
leurs de [x et de v, mais R = . 

Du reste, l'équation du cône rapporté à ses axes prin- 
cipaux sera facile à écrire. Considérons d'abord un hy- 
perboloïd'e à une nappe, ayant pour équation 



et où Ton ^a 



X* ^•_z!_ 



F FF 

a*=: — ir-, 6* = — ^ , c* = ^ , 



OU bien 



— SjX» — S,ï«-4-S5Z« = F. 

Pour arriver au cône, posons F =: , il resle 

SiX« + S,V« — S3Z«î=0. 

Il faut alors que l'une des trois racines n'ait pas le signe 
des deux autres : si les trois signes sont les mêmes, on 
n'a plus un cônCy mais un point représenté parX=0, 
Y=0,Z = 0. 

449. Relations entre les axes et les diamètres conjugués. 
— Considérons, pour fixer les idées, l'équation 

a:' y* z* 



1 
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d'un ellipsoïde rapporté à un système quelconque de dia- 
mètres conjugués. Alors, dans l'équation de la surface 
rapportée à son centre, on aB=0, B' = 0, B'' = 0, 

A = ii, A' = ^' A'' = ^,,etF==-l,d'oùS=i. Par 
conséquent l'équafion en S devient 

^ J_ /sin'ys sin'ga sin*xy \ , J^ / 1 i 1 \ 

i _ 

Multiplions. par RV6'*c" et changeons les signes, nous 
avons 

R« — R* (a'* 4- ft^ 4- C*) -i- R« (6^c'«sin« ys -f- a^c^ sin* xs + o^ft^ sin«a:y) 

L'aspect de cette équation du troisième degré en R' suffit 
pour démontrer les théorèmes suivants : 

1° La somme des carrés de trois diamètres conjugués 
est constante et égale à celle des diamètres principaux. 

2° La somme des carrés des parallélogrammes con- 
struils sur les diamètres conjugués pris deux à deux est 
constante et égale à celle que donneraient les rectangles 
des diamètres principaux. 

5** Le volume du parallélipipède construit sur trois 
diamètres conjugués est constant et égal à celui du pa- 
rallélipipède rectangle des axes principaux. 

450. Les théorèmes précédents se concluent facile- 
ment pour les axes et les diamètres, quoique les rela- 
tions soient établies ici sur les demi-axes et les demi- 
diamètres ; voici comment elles s'écrivent : 

«'î -J. 6'2 4- c^ = fl2 -h 6« -h c«, 

' frV^sin^^ï/ -H a'V«sin'x3 + a'^b'^ sin* xy = 6*c» 4- a^c* + a^b*, 

t.a'b'c' = abc. 



DÉTERMINATION DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ. 297 



III. ËLClHEl^TS DES PABABOLOÏDES. 

451. Diamètres. — En étudiant les paraboloïdes, nous 
avons reconnu que c'étaient les surfaces dont le centre 
unique était passé à l'infini. On peut donc leur appliquer 
ce qui a été dit au chapitre III, à propos des diamètres 
dans le cas où m = 0. 

* Nous avons trouvé (g 206) pour coefficients angulaires 
de la direction constante des diamètres les expressions 

_ A^B^— BB^ _ A^B'^ — BB^ _ B« — A^\^ 
^~ B"» — A\' ■" AB — B'B" ""A'B' — BB"* 

_ AB — B^B^^ _ A^B^ — BB^ _ W*— AA^ 
* — B*« — AA' ~" A'B' — BB" "" AB — B'B* ' 

liées par l'équation de condition 

m = AB« -f A'B'« + A^B"» — AA'A" — 2BB'B'' = 0. 

452. Recherche du sommet. — On sait que le sommet 
d'un paraboloïde est le point de la surface où le plan tan- 
gent est perpendiculaire à la direction commune des dia- 
mètres. 

Mais, avant de supposer qu'il soit question d'un para- 
boloïde, reprenons les équations du g 442, qui sont 
vraies pour une surface quelconque du second degré. Les 
coordonnées x^y t/o, z^ sont celles du centre, et x\ y\ z' 
sont celles d'un point de la surface où le plan tangent est 
perpendiculaire au diamètre. Du reste, ces équations 
peuvent s'écrire : 

Aaf 4- BV -f- "iy 4- C 

x' — Xq-^[z'— zq) cosxz 4- (2^' — I/o) oosxy 

Ay+By-l-B^a^-f-C" 

"" y' — yo + (*' — 2o) cos 2/3;+ [x' — Xq) cos xy 

= AV-l-By^-f-BV + C^ 

«' — 3o -h (2/' — yo) cosyz 4- (a:' — ^o) cosxz 
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Ici, comme au § 443, dWisant tous les dénominateurs 
par »' — »| et posant 

pour coefficients angulaires du diamètre qui passe au 
point de contact représenté par j/, j/', a', il reste 

/*4-cosa:«4-vCosa:y v -H cosys -h /icosa:y 1 -^-vcosys-^- /j.cosxz ^' 

453. Maintenant, s'il s'agit d'un paraboloîde, les coef- 
ficients angulaires (jl et v du diamètre ont les valeurs con- 
stantes écrites ci-dessus ; de plus, x\ y', z' sont les coor- 
données du sommet, seul point où le plan tangent soit 
perpendiculaire aux diamètres. " 

Si nous écrivons, pour abréger, 

h =: fl -^- cos xz -{■ vcosxy , 
hf =1),-^ cosyz 4- fi cosxy, 
h" = i-hvcosys-l- ficosxz, 

les relations précédentes prennent la forme 

kx" -t- B's'-f BY -t- C = /oA, 
Ay-hBj' -4-BV + C' =p^', 
A'?' -t- By' 4- B'a:' + G" = ph". 

Multiplions la première de ces égalités par [jl, la seconde 
par V et ajoutons-les toutes trois ; puis réduisons d'après 
les relations connues (g 206) 

Xfi 4- B'v 4- B'=0, A'v 4- B'V 4- B = 0, A" 4- Bv 4- B> = ; 

nous verrons que les termes en a?', y' et 2' disparaîtront. 
11 reste donc 

Cfi 4- C'y 4- C = p (hfj. + h'v 4- h") 

ou bien 

C;* 4- C'y 4- C 



P = 



l 4- /** H- v* 4- 2yuty cosxy 4- 2/ut cosa;* 4- 2vCosj/s 
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454. Ainsi p est une quantité connue et toujours finie, 
car elle a pour dénominateur le carré de la diagonale du 
parallélipipède formé en prenant sur les axes des a;, des y 
et des % les quantités [a, v et 1. 

De plus, p n'est jamais nul, car l'égalité 

Ax' -h B't/ H- B V -h G = pA 

% 

et les deux analogues deviendraient alors 

D,'=rO, Dy' = 0, Dx' = 0; 

donc x\ t/', z' seraient les coordonnées du centre, t»ndis 
que ce centre est à Tinfini. 

455. Jusqu'à présent rien n'exprime la condition que 
le point représenté par x\ t/', 2' soit sur la surface : donc 
ces coordonnées sont encore indéterminées, et les trois 
relations indiquées doivent se réduire aux deux premières 
qui donneront par élimination 

ar'lB"» — AA') + a' (BB" — A'B') = p (B"A' — A'Aj 4- A'G - B"G', 
y'(B"«--,AA') -f s'(B'B" — AB) = /5(B"A — A/i') -f AC— B''C. 

Divisant par B"*— A A', on a, d'après les valeurs précé- 
dentes, 

a^ — ytxa' = H , y' — va' == H' , 

les quantités H et H' étant connues. 

456. Les trois relations d'où l'on tire [a et v donnent 

A=: — i(B%4-B'), A'= — -(BV + B), A^^rr — {Bv+ B'u) ; 

substituant ces valeurs dans l'équation de la surface, 
cette équation devient V équation générale des paraboloides ; 

- (a — !*»)« -f- -(2/ — v*)« 4- — (v« — fjLv)* = 2Ca: + 2C'w -f 20"* 4- E. 
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457. Pour indiquer que le point dont il s'agit est sur 
la SHrface, supposons Tëquation accentuée : les carrés 
qu'elle contient sont connus, car 

»x' — l»y' = H» — H'/* ; 

il reste donc 

Ca^4-Cy+C''3'=K, 

égalité dont le second membre K est connu et qui achève, 
avec les relations sf — 1*2' = H , y' — v»' =: H' , de déter- 
miner le sommet par des équations du premer degré. 

458. Comme application nous prendrons, avec des 
coordonnées rectangulaires (g 1) le paraboloîde qui a 
équation 

2a:« + 3y» + i 8a* -h 14y« + 8*5 4- 2ay -H 8* 4- 4y 4- iOs 4- 1 = ; 

les coordonnées du sommet seront 



120' ^""ViO* ' ~ 120* 



*'=-4ÔÂ' 2^=— "-* 



459. Dans la valeur de K, si Ton pose 

le coefficient de z' devient C|x 4- C'y 4- C" , caqui montre 
que la surface dégénère en cylindre si C|j. + C'v + C = ; 
alors on a aussi p = 0. 

460. La transformation du g 456 suppose que [a et v 
diffèrent de zéro. Si Tune de ces quantités, telle que \Ly 
est nulle, les relations entre |a et v donnent 

B' = — B%, A'=— 2, 4" = — By, 

V 

(1] Nous prenons des coordonnées rectangulaires pour éviter la complica- 
tion des cosinus dans le calcul numérique ; mais , au point de vue algé- 
brique, les siroplitlcations de la méthode seraient insignifiantes. 
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et l'équation de la surface devient 

Aa;* + 2B''a; (y — V») — ? (y — v«)«4- 2Gr + 2G'y + 2C''s + E = 0. 

Alors il reste aussi x' = H , y' — v^' =H' ; ces valeurs, 
substituées dans l'équation précédente accentuée, don- 
nent CY-|-CV=K', quantité constante, et ces trois re- 
lations donnent encore le sommet. 

461 . Enfin, si l'on a à la fois jx = 0, v = 0, on en con- 
clut B' = 0, B = 0, A''= 0, et l'équation du paraboloïde 
se réduit à 

Ax«-|-Ay -h2B'j»y-H 2CxH-2Cy 4-2C''î 4- E = 0. 

Alors 

a:' = H. /=H'; 

donc 

CV = K". 

462. Direction des axes principaux. — Revenons à 
l'équation en S, où le terme indépendant m =0. Une 
des racines est donc nulle et correspond à l'axe diamé- 
tral : en effet, en faisant S = dans ces valeurs de [a et 
de V (§ 445) , on retrouve les expressions 

_ VB^ — BB* __AB--B^ 

'*"' B« — AA'* ''"" B"*— AA'* 

Ensuite, il reste l'équation du second degré 

IAsin'ys -|- A' sin'a:2 4- A" sin*xy 
V — 2B (cosya — cosxz cosxy) — 2 D' (cosxz — cosyz cosxy) 
— ^h" [cosxy — cos â;3 cos yz] 
« (B"* — AA') (1 -f /A»-|- v*4- 2/jivcosâ^ ■+- 2/*cosarx + 2 vcosy^) = 9. 

En effet, pour transformer, dans Téquation du troi- 
sième degré, le coefficient de S qui devient ici le terme 
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indépendant, il suffira de recourir dux relations du 
§ 451 qui donneront ici 

A'B'— BB'' = /«i(B''« — AV), AB — B'B'' = v(B"«— AA'). 
A'B"— BB' =/t(AB — B'B'') = jui»{B''» — AA') 
B« — A'A" = ;» ( A'B'— B B") = y*» [B"* — AA'), 

et enfin 

B'* — AA^ni: » :AB — B'B") = V* (B"» — AA'). 

465. Les trois racines de Téquation du troisième 
degré élant toujours réelles, il en est de même pour les 
deux racines S^ et S, de l'équation précédente. Si nous 
les substituons dans les expressions de [a et de v au 
§ 446, nous aurons les coefticients angulaires- (i^ et vt, 
|ji^ et V, des deux axes principaux contenus dans le plan 
tangent au sommet. x 

464. Cependant, si Sj=S,, on aurait aussi [ji^ ={;-,, 
v^ = V,, c'est-à-dire que ces deux directions coïncide- 
raient, tandis qu'elles doivent être perpendiculaires. 
Le seul moyen d'éviler cette absurdité est d'imaginer 
que, pour ce cas particulier de racines égales, p. et v 

doivent se présenter sous la forme jv. 

L'indétermination est réelle, car il faut que la sur- 
face soit de révolution et que les deux directions soient 
arbitraires dans le plan tangent au sommet, sauf la con- 
dition d'être perpendiculaires entre elles. 

Nous reviendrons sur ce sujet. 

465. Axes des sections principales. — L'équation du 
paraboloïde rapporté à ses axes principaux sera de la 
forme 

Y«±:M»X«=2PZ, 

en prenant Taxe diamétral pour celui des Z« 
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. Ce paraboloïde sera elliptique pour le signe supé- 
rieur, et hyperbolique pour le signe inférieur : le pre- 
mier cas aura lieu si S^ et S, sont de même signe, et le 
second cas si ces deux racines sont de sigiie contraire. 
En effet, dans une surface à centre, soient R^* et R,* 
les carrés des demi-axes qui correspondent à S^ et S,; 
la formule générale 

R»s = — F 
montre que l'on a 



ou bien 



R,«Si = VSj. 






Or, dans cette surface à centre d'où dérive le para- 
boloïde, on trouverait ' 

pour coefficient de X', après avoir divisé toute l'équa- 
tion par celui de Y* (c est-à-dire multiplié tout par 
R,' = di ft*) ; on a donc 

a — — , 

et cetle relation subsiste à la limite pour le para- 
boloïde. 

466. Le coefficient M* étant ainsi connu, il reste à 
trouver P. Pour cela, transportons l'origine au sommet, 
sans altérer la direction des coordonnées, ce qui revient 
à changer x^yyZenx-h x\ y-\-if et z-^z' : d'après les 
relations du § 453 qui donnent 
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réqualion de la surface deviendra, après cette trans- 
formation. 

Nous n'écrivons pas de terme indépendant, parce que 
la nouvelle origine, qui est le sommet, se trouve sur la 
surface. 

467. D'un point de Taxe diamétral, pris à la dis- 
tance Z du sommet, menons à l'axe des Y une parallèle 
pour laquelle X = 0, puisqu'elle est dans le plan des 
YZ; elle rencontrera la. surface en deux points pour 
lesquels Y aura deux valeurs égales et de signe con- 

Y* 
traire : pour ces valeurs P = ^, et il faut calcu- 
ler Y et Z. 

468. Soient «1, 05^= [jLiSp j/^=v35p avec cette nouvelle 
origine, les coordonnées de ce point pris sur l'axe diamé- 
tral auquel correspondent (a et v; il est clair que 



Du reste, les équations de la parallèle menée de ce 
point à Taxe des Y seront 

* — «i = /^(2— 3i\ y— yi = »i(3 — 34); 
on a donc 

3 = »l-f(2 — «1), « = /»3i-f/*t(« — «i), y = V3iH-Vi(s — Sj), 

valeurs qu'il faut transporter dans Téqualion du numéro 
précédent, en ordonnant par rapport à «t-^i. 
Mais Ton a 

l[«=(a;-aJ«4-(x-ar,)«-h(y-y,)»-}-2(y-y,)(3-5,)cosy5 
4- 2 (a: — xCi (» — aii) cosa:s -f 2 (a: — Xj) (y — yj cosxy ; 
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donc aussi 

et comme on sait que Y* a deux valeurs égales et de 
signe contraire, il doit en être de même pour z — z^. 

469. Par conséquent, dans la substitution indiquée, 
les termes qui contiennent z — z^ à la simple puissance 
doivent disparaître d'eux-mêmes, ce qui dispense de les 
calculer. 

Le terme en z^* disparaîtra aussi; car il aurait pour 
coefficient 

A/»» H- A' v« H- A" H- 2B » 4- 2BV H- 2 BVv 
= ;ui(A/a4.B'H-B%)4.v(A'v4-B4.BV)-|-A''H-B»4-B>=0. 

% 

Le coefficient de z^ est 

2p (A;«x + /l' y + A") = 2 (C/A -f C'y + C) . 

Le coefficient de (z — z^f est 

A;*a« + A'vs«+A''4-2Bya4-2B'/*i4-*i?BV,y, 
= ;*s(A/*,+ B'-^- B%j) + y,(A'y4+ B -hB^/x,) 4- A" 4-« vj 4- BV, 
= Sj (1 -♦- /tj* -f- yj*H-2/i,yjC0sa;y H-2/taC0sa:3 •\-2^cosxz)y 

comme on le voit d'après les relations du n** 444 qui per- 
sistent toujours pour l'équation en S du second degré. 
En remplaçant (z — z^y par sa valeur en Y*, le résultat 
de la substitution revient donc à 

SsY«4- 2^4 (C/* H- C» 4- C) = 0, 

OU bien 

Enfin, comme 



'1 — 



V 1 H- /tA* 4- v*4- 2/iiy cosa^ 4- 2/ACOsa» 4- ^vcosyz 



le radical étant pris positivement, et Y*= 2PZ, pour X=0, 

GÉOM. ANAL. B. ET H. 20 
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on obtient le coefficient cherché 



p^ C/j^-hC^v-hC* 



470. Nous ne considérerons pas le signe de P, que Ton 

peut toujours prendre posilivement; maiscelui de Y* est 

important, parce qu'il montre que z^ correspond à la 

partie positive de Taxe des Z, si le signe de z^ est con- 

, . , , . , Cp^ + Cv + C" , . 

traire a celui de tj : cela importe surtout 

pour le paraboloïde elliptique. 



IV. ÉLÉHENTfS DES CYLIIVDBI» DOUÉS D'UN AILE. 

471. Recherche de Vaxe central, — Nous avons vu 
(383) que le lieu des centres des sections faites sous 
une direction quelconque dans un cylindre du second 
degré était une droite que nous avons appelée Vaxe : il 
faut donc commencer par chercher les équations de cet 
axe central. 

Pour cela, r\ous observerons d'abord que les cylin- 
dres en question s'obtiennent, comme on Ta vu (383), 
en faisant glisser parallèlement à elle-même une conique 
à centre, de manière que ce centre reste toujours sur 
l'axe donné et que les extrémités d'un même diamètre 
de la conique s'apjpuieiit toujours sur deux parallèles à 
l'axe, c'est-à-dire sur deux génératrices. 

Un pareil cylindre est une variété d'un paraboloïde, 
dans le cas où la parabole fixe se transforme en deux 
droites parallèles. 

Alors un diamètre du paraboloïde se réduit à Taxe 
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du cylindre, ce qui donne immédiatement les coeffi- 
cients angulaires 



__ A^B^— BB^' _ AB — B^^ 

^ " B"*— AA' ' * "" B"»— AV ' 



de cet axe. 



472. Mais il vaut mieux obtenir directement les équa- 
tions cherchées, en revenant aux équations 

Dx = 0, D»=0, D,x=0, 

qui donnent le centre d'une surface. 

Chacjune de ces équations représente un plan dont le 
centre sera le point commun. Mais, comme ici tous les 
points d'une même ligne sont des centres, il faut que 
l'intersection des deux premiers plans soit aussi une ligne 
du troisième. 

Les équations de cette intersection, obtenues au moyen 
de D, = 0, D^ = 0, seront 

X (B"» — AA') + 3 (BB" — A'i:') -f C'B" — A'C = 0, 
y (B« — AA') 4- 2 (B'B" — AB) H- CB" — AC = 0, 

■V. 

ce qui donne, en posant 

— £5l:z5?! _AB--B^ 

/* — B"»— AA' ' * "" B"*— AA' * 
A'C — C'B" . AC^— CB^ 

équations de l'axe. 

473. Il faut aussi obtenir directement les conditions 
nécessaires pour que la surface soit un cylindre. La 
droite dont nous venons de trouver les équations étant 
aussi sur le troisième plan, les expressions 

A'C — CB" . AC^— CB^ 
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doivent aussi satisfaire la troisième équation 

A D, = A" H- By -I- B'« 4- C" = 0. 

Elle devient alor^ 

,{A''(B«— AAO-hB(AB-B'B")-fB'(A'B'— BB»)}h-C"(B"« — AA') 

+ B(C'A — CB") -f B'(CA'— C'B'')=0. 

On sait déjà que le coefficient de z est nul, car cela 
revient à m=0. Comme cette relation est une identité, 
le terme indépendant doit être nul aussi, ce qui peut se 
mettre sous la forme 

C {B"«— AA';+C(A'B' — BB") -f C(AB— B'B") =0, 

qui revient à 

C;A-f-C'v + C"=0. 

C'est la condition déjà trouvée (g 459) pour qu'un pa- 
raboloïde dégénère en cylindre. 

474. Direction des axes principaux. — D'après ce 
que nous avons vu (§ 471), la direction des génératrices, 
ou bien de Taxe central, qui est un des axes principaux, 
est donnée par la racine S = : les deux autres direc- 
tions s'obtiendront donc par lés deux racines Sj, S, de 
l'équation du second degré en S. 

Ensuite on obtient p.j et v^, jjt, et v„ en substituant ces 
valeurs dans les expressions des §§ 436 ou 438, si les 
coordonnées sont rectangulaires, ou dans celles du § 445 
si ces coordonnées sont obliques. 

475. Axes de la section principale. — Quant à la 
grandeur de ces axes, on l'obtiendra en remplaçant S 
par S, et S, dans la relation 

F 

p« — 

^ ~ s' 
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qui s'applique ici, puisque le centre de la section est 
un centre de la surface : il faut d'abord obtenir la 
quantité F. 
En général, 

F = Ca:'-h C'y' + C"3'-h E, 

en indiquant par x', y\ 2' les coordonnées d'un centre. 
Ici nous venons de Irouver 

, , A'C— B^'C ^ , . AC— B''C. 

substituant ces valeurs, on voit que le coefficient de z' 
est nul, comme cela doit être, par la relation 

C/x4-C'v+C/'=0, 

et il reste 

^ _ vct-|, AC^~ 2B^XC^-f- E (B^^— AAQ 

B"»— AA' 

On voit que le numérateur de cette expression est la 
quantité que nous avons déjà appelée /" (§ 420). 
Par conséquent, 

F F 



V. ÉliËMfeNTS DU CTMNDBE PARABOUftUE 

476. Direction des génératrices, — On sait qu'un cylin- 
dre elliptique devient parabolique si Taxe central va à 
l'infini. Alors, dans les équations de cet axe (§ 472), on 
doit avoir 

d'ailleurs, dans les coordonnées primitives, on aurait pu 
changer x en t/ ou en z^ C iv.anicre que celte quantité 
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fût différente de zéro, à moins que B'* — AA% B* — A'A' 
ne fussent nuls à la fois. Donc nous devons supposer en 
même temps 

B« — A'A» = 0. B^— AA-'rzzO, 3'« — AA' = 0. 

477. Cependant, comme les directions des génératrices 
ne changent pas pour cela, il faut que les valeurs de [j. et 

de V se présentent alors sous la forme ^; il en résulte 
donc 

AB— B'B* = , A'B' — BB* = 0. 

Mais l'égalité B' = A'A", ou A" = p devient, à cause 
deA'B' = BB% 

^ "" BB" 

On a donc les trois relations 

_ B'B" _ BB" , _ BB' 

A— -^, A — g, , A _ g^, . 

478. Par conséquent les trois relations connues 

A/*-f-B'4-B''v = 0, A'v + B4-B> = 0,. A" + BV -f- Bv = 

se réduisent à une seule 

B ^ B' ^ B" 

479. Mais, pour lever l'indétermination, nous avons la 
relation Cjji. -f- C'vH-C"=:0 commune à tous les cylin- 
dres. Combinant ces équations, on a les valeurs 



B (B'C — B^C) 
f^ B^IBC — B'C) ' 


B'(BC B"/:") 
''"~B''(B'C' — BC)' 


OU bien encore 




A'C— BC 


B'C*' — A-'C 
" BC— B'C'" 
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* 

Comme ces formules doivent déterminer [x et v dune ma- 
nière générale, il faut que les deux égalités 

BC = B'C' = B''C'' 

ne soient jamais satisfaites à la fois ; alors le dénomina- 
teur pourra toujours différer de zéro. 

480. Directio7i du diamètre principal. — Pour le cylin- 
dre parabolique, comme pour tout autre cylindre, nous 
savons que les valeurs précédentes de ja et de v , relatives 
aux génératrices, correspondent à une racine nulle de 
l'équation en S, les deux autres S^, S, étant données par 
Féqualion du second degré (§ 462). Mais, pour le cylindre 
parabolique, B"* — AA' = ; donc cette équation du se- 
cond degré se réduit au premier, puisque le terme indé- 
pendant devient nul. Seulement il faut distinguer si la 
nouvelle racine nulle correspond aux diamètres de la 
base parabolique principale ou bien aux perpendiculaires 
à ce diamètre. 

481 . Pour le savoir, revenons à un cylindre elliptique 
dans lequel — F=R,»S4 = R,»S,, d'où 

La base principale a pour équation dans son plan : 



Ri* Rj* 



ou plutôt, en la rapportant à une extrémité de son axe 
focal, 

y« __ 2a;' x^ 
B?~'r;""R?' 



I 
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cela revient encore à 



en posant 



d*où l'on tire 



R, " Ri« "" S,' 



Ainsi, quand Tellipse dégénère en parabole, ce qui 

donne ^ = , il en résulte Sj = 0. Par conséquent, la 

racine nulle de Féquation du § 474 correspond aux dia- 
mètres de la parabole principale. Il reste à obtenir les 
valeurs correspondantes jjl^ et v^. 

482. Si l'on se contentait de faire S nul dans les ex- 
pressions qui donnent [j. et v en fonction de S, on pourrait 
obtenir |jl et v sous des formes indéterminées ; car, l'équa- 
tion du troisième degré en S ayant alors deux racines 
nulles, on n'aurait pas plus de raison pour trouver les 
diamètres principaux que les génératrices. 

Il faut donc remplacer A, A', A" par -jt-, -^, -^,7- 

dans ces expressions, ce qui donnera S comme facteur 
commun. Après lavoir supprimé^ on fera encore 84 = 0, 
ce qui donnera {jl^ et v^ relatifs aux diamètres principaux. 

483. Avec des coordonnées reclangulaireSy les expres- 
sions de [JL et de y sont (g 436) 1^ 

B^(S— A^)+CB'^ _ BiS — A)-f-B^^ 

/* — (S— A)(S— A') — B»»* ^— (S — A){S — A') — B''*' 

En posant aux numérateurs B'A'=BB'', BA=B'B", on 
voit que ces numérateurs se réduisent à A'S et BS. 
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Observons ensuite que AA' = B"*; le déribminateur 
commun est égal à S*— S (A + A'), et les expressions ci- 
dessus deviennent 

B^ B 

s— (A + V)' s — (A-fA')' 

Enfin posons S = S^ = , il reste 

— B^ _ B 

^' ITT'* '*"."" r+T' 

Remplaçant encore A + A' par sa valeur — i-^^; — - , 

DD 

on a 

— __ BB'« __ B'B« 

'**■" B''(B*H-B'«)' ''*""""B''(B» + B'«)' 

ce qui fait retrouver la relation 

B ^ B' ^ B" — "* 

qu'on a démontrée généralement (§ 478), mais pour les 
génératrices, d'après les considérations du g 471. 

484. Nous avons insisté sur la nécessité d'avoir encore 
à faire S nul, après avoir supprimé S comme facteur com- 
mun. 

En effet, dans les expressions (§ 438) 

_ B^S+BB^— B^\'> __ B'^S + BB' — B^A" 

'*"" BS-hB^B^ — AB ' *"" B'S + BB"— A'B" 

les valeurs de A , A' et A" donnent BB' = B"A", B'B" = AB , 
et BB'' = A'B'; il semble donc tout naturel de supprimer 
dans [i. et V le facteur S qui reste en évidence, ce qui don- 

nerait ^ et ^ qu'on pourrait prendre pour [x^ et v^. 

Mais ce serait une grave erreur, car rien, dans le calcul 
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précédent, île suppose que S ait été nul une première fois, 

comme il doit l'être : en effet, ces valeurs \>^= ^ , v, =: ^ 

s'appliquent, pour des coordonnées rectangulaires, au 
troisième axe principal que nous retrouverons bientôt. 

485. Avec des coordonnées obliques^ le calcul de ijl^ et 
de Vj n'est guère plus compliqué. 

Dans les expressions du g 445, supprimons les termes 
indépendants de S, comme au § 482, supprimons ce fac- 
teur et égalons ensuite S à zéro, ce qui revient à ne pas 
tenir compte des termes en S% on a immédiatement 

B coso:;^ -♦- B cosyz — A' cosxs — B' 

^^ A4-A' — 2B"cosa;^ ^' 



V 



1 — 



B'cosi:^ -h B" cosxy — Kcosyz — B 
A + A' — 2B"cosa:2^ 



486. La relation ^ -+- ^7 -H ^ = , trouvée avec des 

axes rectangulaires, est également vraie pour des axes 
obliques. En effet, le premier terme de l'égalité 

• K/ii 4- B"yj 4- B' = Si (/*! 4- V j cosa^ 4- cos xz) 

R'B" 
du § 444 devient, à cause de A = -^5-, 

Donc, comme S^ = (§ 481), on a la relation indiquée. 

487. Direction du troisième axe frincipal. —Nous avons 
déjà trouvé directement (§ 484), avec des coordonnées rec- 

R" R" 

/anjfw/ûir^s, les valeurs [J4j = ^, v, = ^pour ce troisième 
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axe tangent au sommet de la parabole principale. Gela 
revient aussi à 

B' B 

Du reste, la seule des racines de l'équation en S qui ne 
sait pas nulle devient en ce cas S, = A + A' -+- A", comme 
on le voit (g 437) pour des axes rectangulaires. Alors les 

"^^^"■^ S-(ï+X') S -(A + AO <§ *^^) deviennent 
- B' B 
A"® A"* 

488. Avec des coordonnées obliques, le calcul est beau- 
coup plus compliqué. On a la valeur 

« Aân*yt-hk sm*xt f A*sinxy — IBf cosy«— C08»c08jcy)— îB'(cogarz —cogjtf cogjf») — >B''(co«jy — cosxxcosyt) 

' 1 — C0S*Sf2 — COS*XZ — C0S*X9 •+■ SC08J9 COMS co^z 

On aura [jl, et v, en substituant cette valeur dans les ex- 
pressions de iJL et de V (g 445), d'où les termes indépen- 
dants de S auront disparu à cause des relations des §g 476 
et 477, ce qui permettra de supprimer ce facteur : il 
restera donc 

Sg (cosxs — cosay cosyg) -H B^^cosya -j-hcosxy — B^ — A^cos xz 

''*■" AH-A' — 2B"cosa:y— Sjsin«a:y * 

8g [cosya — cosxy cosxz) -f- B'^ cosxz H- B^cos xy -- B — Acosys 

** ~" A 4- A' — ^B" cosxz — S, sin*xy 

489. On pourrait aussi déterminer [jl, et v, par l'obser- 
vation que ce troisième axe principal doit être perpendi- 
culaire aux deux autres, dont les coefficients angulaires 
sont (Il et V, jjLj et Vj. 

490. Position de la génératrice-sommet. — Dans un cy- 
lindre parabolique, les sommets des paraboles princi- 
pales, qui sont parallèles entre elles, se trouvent évi- 
demment sur une même génératrice, que nous allons 
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chercher. Le plan tangent suivant cette génératrice sera 
perpendiculaire aux diamètres des paraboles principales ; 
donc il contiendra, outre la direction des génératrices, 
celle du troisième axe indiqué par S,, c'est-à-dire celle 
des tangentes aux sommets des paraboles principales. 
Pour avoir Téquation d'un cylindre parabolique, il fau- 
dra, dans l'équation du second degré, faire 

_ B'B" ___ BB" __ BB' 

alors 

Ax« + Ay=hA".« = BB'B"(g+y^-h^). 

Du reste, on a toujours 

2By. -h 2B'x. H-2B"^=2BB'B" (^, + i^, + ^,). 

Ainsi V équation d'un cylindre parabolique sera 

BB'B" ^f 4- 1 H- |- V+ 2Ca: H- 2C'y 4- 2C"a; + E = 0, 

491 . Cela posé, l'équation du plan tangent en un point 
de la surface représenté par sf^ y', z' sera 

H-C"(2 + a')4-E = 0. 

Prenons pour contact un point où le plan des xy ren- 
contre la surface, ona j;'=a, t/'=p, ^'=0, d'où 

-l-3|BB'^«H-lJ4-C"|H-C«-hC'^4-E = 0; 

492. Pour établir la condition que ce plan tangent 
contienne la direction du troisième axe principal en S,, il 
suffit, comme on le sait, de poser la relation 
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car X = [x,2, y = v,2 et z devient oo . 
De là on lire 

ce qui donne 

493. Avec des coordonnées rectangulaires^ pour les- 

B" B" 

quelles {ji,==-^, v, = |t-,, il reste 

494. Maintenant, pour établir que le point en ques- 
tion est sur la surface, il faut, dans l'équation du 
cylindre (§490), poser aussi x'==a, y' = p et z'=0. 

Alors on a 

BB'B" ^^ 4- 1 y + SCa -+■ 2C'^ + E = 0. 

Dans cette égalité, remplaçant s + ^ par la valeur 

que nous venons d'obîenir, nous aurons Ca + Cp en 
fonction de quantités connues. Par conséquent, connais- 

sant n + g^ ^t Ca + C'3, on trouve a et p, ce qui déter- 
mine la génératrice-sommet, puisqu'on a ses coefficients 
angulaires (a et v. Ce calcul subsiste dans tous les cas, car 

l'égalité qui termine le § 492 donne toujours r^-i-^ en 

fonction de quantités connues ; mais, avec des coordonnées 
obliques^ oh ne profite pas des simplifications du g 495. 

495. Équation de la parabole principale. — Nous com- 
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mencerons par transporter Torigine au point où la 
génératrice- sommet rencontre le plan donné des xy^ 
c'est-à-dire au point représenté par a;'=a, î/'=P, 
2'=z=0, et dont les coordonnées sont maintenant connues. 
Changeons donc x et y en x + a et y -h p, l'équation 
de la surface devient 

BB'B-'/î^ + i^ f |;y + 2Ci« + «) + 2C'(y-h^) + 2G'';8 + E=0. 

496. Développant, et observant que le terme indé- 
pendant est nul, puisque l'origine est sur la surface, 
il vient 

OU bien 

»»'B'(M--è/+^»B'B'(M)(2 + l + B-) 
-h 2Ca: -h 2C'y -h 20" s = 0. 

497. Si nous prenons pour axe des Z la génératrice- 
sommet qui passe- par la nouvelle origine, le cylindre 
parabolique lui-même sera représenté par l'équation 

Y«==:2PX 

de la parabole principale qui passe par cette ori- 
gine : l'axe des X est le diamètre focal de cette parabole 
et Taxe des Y est la tangente au sommet; il s'agît donc 

de déterminer ^=P. 

498. D'après ce qui précède, les anciennes équations 
de l'axe des X seront 
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D'un point de cet axe diamétral, pris à la dislance X 
de l'origine, qui est le sommet, menons à Taxe des Y 
une parallèle qui rencontrera la surface en deux points 
pour lesquels Y aura deux valeurs égales et de signe 
contraire. 

Avec la nouvelle origine, les coordonnées de ce point 
étant 35j, x^ = [K^z^^ j/^=zv,2,, on a évidemment 

Ensuite, les équations de la parallèle à Taxe des Y 
sont 

D'ailleurs, x, j/, aï étant les coordonnées de l'un des 
points où cette parallèle rencontre la surface, on a 

.Y«= (« - xj)* + (y - t/i)* + (« - 2i)* + 2 (y - y^) (z - z^) cosyz 

-h 2 (a; — Zi) (z — xj cos.t2 + 2 (x — Xi) [y — yi)cosxy, 

d'où 

Y*= gs — sj]"(l -+- it^*-h va*-f 2vjC0sy« + ^fj^co&xz -+- 2/jL^v^cosxy). 

Donc, comme on sait que Y a deux valeurs égales et de 
signe contraire, il doit en être de même pour z — z^. 

Par conséquent, lorsque l'on substituera, dans l'équa- 
tion de la surface, 

X=fJnZi-hfJii{Z'^Zi), î/ = Pi2l + Va(3 — 2j, Z=zZi-h(Z^Zi), 

les termes qui contiennent ;5 — «^ à la première puissance 
seront nuls, ce qui dispense de les calculer. 

499. Le coefficient de is^* est nul aussi : en effets 
d'après la dernière forme de l'équation du cylindre, on 
voit que ce coefficient est 



B«'»'(t^r'-è)'' 
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or on n'a pas seulement (§ 478) 



mais aussi (§ 486) 



B ^ B' B" ' 



B ^W^B' ' 



même avec des coordonnées obliques. 
500. On trouve pour coefficient de (% — ^^i*, 

ce qui peut se calculer directement avec des coordon- 
nées rectangulaires pour lesquelles ^ 

B" ^B" 

Alors on trouve 

B^B'^B»^ \b«^B'«^B''*/ 

Mais considérons (§ 444) la relation 

A /4-f- B*' vjH- B' = s, (/ij-f- »j coso:;^ -f- cosxz)t 

et posons 

A _ B'B" 

on a 

B'B" ^i^ + ^, 4- Ij r= 8,(^4-4- ^cosxy 4- cosxz), 

ainsi que les deux relations analogues 

*®' (^ "^ ^ "^ S^) == ^ '^ '*" ^^^s*' -^ v,cosya). 

Multiplions la première par [x,, la seconde par v, et 
ajoutons-les toutes trois, on obtient 

(B'BVt4-BB%.4.BB0(^ + ^,4-ji)=BB'B«'(f-t-9-f^y 
= Sj (i + /*8 -h vj 4- 2 A4 cos*2 -h 2 y, cosyz + î/tjv» cosxy). 
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Telle sera donc l'expression du coefficient de {z — z^Y\ 
par conséquent, ce terme en {% — 2J* sera S, Y*. 

501. Quant au terme en 2^, il est égal à 
ce qui se réduit à 

23,(C;*i-f-Cv, + C"). 

Par conséquent, la-substitution devient 
ou bien 

S^y , 2X(C^, + C^i + C^) ^ ^ 

yj\ -h Ml* -h V|* + 2 /*! cos ara -|- 2 vj cos2^;s + 2 /xj vj cosJCj^ 

Comme l'équation du cylindre parabolique s'écrit sous 
la forme 

Y«=2PX, 

on a donc 



P = — 



SjV^I -h /Al* -h v£* + 2/ziC0sar« -h 2 vicosj/s + 2/tjViCOsaJ2/' 



502. Le signe de P peut toujours être pris positi- 
vement, mais il faut considérer celui de 

2a^i(C/t-|-C^i-|-C^) 

: s; 

En effet, comme Y* doit être positif, 'on voit que %^ 
correspond à la partie positive de l'axe des X, si le 
signe de %^ est contraire à celui de 

si 

503. Coordonnées rectangulaires^ — Dans ce cas, on 
sait que 

S,= A + A'+A'', 

GÉOM. ANAL B. ET H. 21 
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et que le radical revient à 

Du reste (g 483), 

'"*" B''(B«-|-B'«)' **~ B'(B«-hB'«) 



ce qui donne 



,_ B^B^-I- B^B«H- B«B^ 



¥1. SraPACES WB mtWOUCTËON 

504. Nous allons voir comment on peut toujours, 
même sans résoudre Téquation en S du troisième degré, 
reconnaître si une surface du second ordre est de révo- 
lution , et, dans ce cas, en déterminer tous les éléments : 
nous considérerons d'abord les surfaces à centre repré- 
sentées par Téqualion 

La méthode consiste à observer que, si la surface 
est de révolution, celui des axes principaux qui devient 
le rayon central a une direction indéterminée; donc, 
pour la valeur correspondante de S, les quantités ji, et v 

se présentent sous la forme j:. 

505. Coordonnées rectangulaires, — On a trouvé (§438) 

B^S-4-BB^— A^B^ _ B[^S+_BB^--j^ 
^~ BS-hB'B"— AB ' *'""B'S-i-BB''— A'B" 

donc il faut poser 

tt"S-4-BB' — A''B'' = 0, B'S-f-BB" — A'B'=0, BS 4- B'B"— AB = 0, 
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ce qui donne 

c_A-r B^-v ^^'-A ^'»' 

2>— A — -p- — A — ^— A g-. 

Ainsi, pour que la surface soit de révolution, on a les 
deux équations nécessaires et suffisantes 

B ■" B' "" B"* 

506» Ayant la valeur S de la racine double, on de- 
mande la racine S^ qui correspond à Taxe de révolu- 
tion. Comme 

Si + 2S = A + A'-f-A", 

ce qui^est la somme des trois racines dans les cas daxes 
reclangulaires (§ 457), on a 



mais 



d'où 



On a 



S| — A"=A + A'— 2S; 



2S = A-^A-?|:^?^', 



55, — A — b ^B'^B/ BB' 



B^^(S, — A^O-hBB^ 
'^^ " B (S, — A) -+- B'B"' 



et le numérateur de cette expression devient 

B"«(B«4-B'«) . „„, B"«B'«-f-B"*B«4-B«B'». 

— m — "^®^= bf • 

le dénominateur sera de même 

BwiB^«-f b^^«b«+b»b^* , 
b^b^^ ' 

donc 

B" 
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et aussi 
Les équations de Taxe de révolution sont donc 

507. Le demi-axe principal dirigé suivant cet axe 

F 
de révolution a pour carré — h-. Pour exprimer Sj 

d'une manière symétrique, on peut observer que la 
formule 






donne de même 



el 

_ . BB' BB" 

Donc 

508. Le plan des rayons centraux, étant perpendicu- 
laire à Taxe de révolution, aura pour équation 

B"^B'"^B^~ 

Le rayon du cercle déterminé par ce plan sera 

F 
ns — 1 • 

en ajoutant les trois valeurs de S (g 505), on a l'expres- 
sion symétrique 

nrc - A . i/ . 4// B'B" BB" BB' 

3S = A4-A'-hA" ^-._-_. 
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509. Ces formules peuvent être en défaut quand un 
des coefficients B, B', B" devient nul. Pour lever ces indé- 
terminations, nous observerons que les conditions 

peuvent se mettre, en chassant les dénominateurs, sous 
les formes suivantes 

(A — A') BB' -fB"(B« — B'«) =0, 
(A'— A'^B'B"4- B (B*»— B"*) =0, 
(A"— A) B''B -H B' (B"»— B« ) = 0. 

Si donc il arrive qu'un seul de ces trois coefficients 
soit nul, par exemple B = 0, la première de ces con- 
ditions donnerait 

et la troisième 

ce qui est impossible, puisque B' et B" ne sont pas sup- 
posés nuls. Ainsi quand un seul rectangle manque dans 
l équation de la surface j cette surface n'est pas de ré- 
volution. 

510. Si l'on a, à la fois, B=tf, B'=0, les condi- 
tions précédentes semblent satisfaites, mais cela peut 
tenir à ce que Ton a chassé les dénominateurs. 

En général les deux dernières conditions, quand on les 
multiplie Tune par l'autre, donnent l'égalité 

(A"-.A') (A"— A)B"«= (B"«— B'«) (B"«— B«); 

ce qui , pour B = 0, B'= 0, se réduit à 

(A"— A')(A''— A)=B"«, 

condition qui reste encore à satisfaire pour que la surface 
soit de révolution. 
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511. n vient alors, pour B et B' nuls, S = A' (§ 505). 
Dans ce cas (g 506), 

Si=:A-HA' — A'^ 

B" B" 

Quant aux expressions |jl^ = -^ , v^ = g; , qui devien- 
nent infinies, elles montrent que Taxe de révolution est 
contenu dans le plan des xy, où il serait représenté par 

Mais, ce rapport étant indéterminé, considérons la se- 
conde relation 

(A" — A') S'A" = B (B'* — B"«) 

qui donne 

B W'(kf'^k') 
B'"" B'« — B"* ' 

A la Kmite, où B' = , il reste 

y^ _ A^ — A^^ 
f*i"" B- ' 
d^OÙ 

B"y = (A' — k")x , 

équation qui , avec 2 = 0, représente l'axe de révo- 
lution. 

M2. Enfin, si l'on a aussi B" = , la relation 

B"«=rT(A"— A)(A" — A') 

montre qu'on doit avoir A" = A ou A" — A'. Soit, par 
exemple, A" = A' : l'équation de la surface se réduit à 

et représente évidemment une surface de révolution au- 
tour de l'axe des x. 
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515. Coordonnées obliques. — Les expressions .du 
§445 

__ (S — AQ [Scosgg — BQ— [Scosay — B^O (Scosya — B) 
'*'" (Scosa^ — B")«— (S — A)(S— A') ' 

__ (S — A) ^Scosyg— B)— (Scosary — B^Q (Scosa;s — BQ 
•^~ iScosa:y — B")«— (S^A)(S — A') 

devant être indéterminées pour lé rayon central, on po- 
sera 

(S cosxy — B")« = (S — A) (S — A') , 

(Scosars — B') (S — A') = (S cosyz — B) (Scosary— B"), 

(Scosya — B) (S — A) =(Scosa?3 — B')(Scosay — B"). 

On voit que le produit des deux dernières revient à la 
première. 

514. Mais S entre au second degré dans le dénomina- 
teur et les numérateurs de ces expressions : il en résulte 
que chacune des équations en S que nous venons d'écrire 
est satisfaite pour la valeur convenable de S, mais qu'elle 
a aussi une racine étrangère. Pour obtenir la vraie ra- 
cine, qui est commune aux trois équations, on peut éli- 
miner S* entre deux d'entre elles, comme si c'étaient 
deux équations du premier degré à deux inconnues 
S et S*. 

515. En développant la première égalité, on obtient 

S«sin'a:y — S (A + A' — 2B"cosa:y) -h AA'— B"« = (1) 

et la symétrie donne encore deux relations analogues. 
Les deux autres égalités deviennent : 

s* ( C0SX2 — cosaJt/cost/3) — s (B' — B cosa^ — B" cost/a -f- A'cos 3:2) \ .q. 

-f A'B' — BB"=0, I ^ ^ 

S*( cosys — cos xy cosa^î) — S (B — B' cosa^y — B"cosa;2 + Acosyx) 



AB— B'B"=:0, 1 ^^ 

et la symétrie conduit encore à une troisième relation 
analogue. 
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516. On pourrait éliminer S* entre deux quelconques 
de ces six équations : cependant, si l'on choisissait deux . 
d*entre elles, telles que (2) et (3), on arriverait à une va- 
leur de S qui resterait indéterminée pour des coordon- 
nées rectangulaires; mais, en combinant (1) et (2), il 
vient 

g__ sin*Ty(A^B*— BB^O ^ (cùszz — cosxycosyz) (AA^— B^^*) ,., 

^sin*a:y(B'— Bcofl«y— B"cosy34-A'cosa») — (cosa;^ — cosxycosyz){k'\'k' — 2B"cos«y) 

517. En combinant (1) et (3), on trouvé de même 

sin'jy (AB— ya^O — (cosya — cosxycosxz) [AA^— >B^^») 

""sin*a:y{B— B'cos«y— B"cosaa-hA'cosy3) — (cosys— cosa:yco&rî)(A-f-A' — 2Bcosa:y) ' 

expression qui, du reste, se déduit de la précédente si 
Ton change les quantités relatives à x dans les quantités 
relatives à y, et réciproquement. 

Si 8. On aura donc une équation de condition en égalant 
deux valeurs de S, telles que (4) et (5). 

Dans cette opération on reconnaît d'abord que les ter- 
mes qui ne contiennent pas le facteur sin*xj/ se détrui- 
sent. 

On peut donc supprimer ce facteur commun, puis réu- 
nir ceux qui ont encore sin*Xf/ pour facteur ; enfin l'équa- 
tion de condition devient 

sin«xy JB(A'B'— BB")— B'iAB— B'B")-HCOsa;y(AB«— A'B'«) +2(AA/— B"*) (AcosV— A'cos«x;)j j 
+ (AA'— B''*){A'co&i»(cosy«— cosxycosxs) —Xcosyzicosxz — cosxycosyz) -hB*(cos*xï — cos*yz)j [(6) 
+ (A+A'— ÎB'cosa^) j(AB— B'B") (cosaa — cosj:y cosyx)— (A'B'— BB") (cosy«— cosxycosx»)} =0. ) 

Cette relation entre A et A' en donne symétriquement 
deux autres entre A et A", A' et A" ; nous nous dispense- 
rons de les écrire, mais chacune d'elles doit rentrer dans 
les deux autres, puisqu'il n'y a que deux conditions. 
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519. On aurait pu trouver ces condilions au moyen de 
l'équation en S : pour que la surface soit de révolution, 
il faut et il suffit que cette équation du troisième degré 
ait deux racines ("égales, ce qui semble ne donner qu'une 
condition. Mais, comme nous savons qu'il y en a deux, 
il faut nécessairement que cette équation de condition, 
unique en apparence, se décompose dans la somme de 
deux carrés : seulement les calculs seraient très-pé- 
nibles. 

520. Connaissant la valeur convenable de S par l'une 
des expressions (4) ou (5), on a le carré du rayon central 

F 

Dans Tune des relations qui commencent le § 445, 
telle que 

/ui(Scosaa; — B')+» (Scosya — B) 4- s— A" = 0, 

posons 1*:= -, V = - ; il en résulte l'équation d'un plan 

qui sera celui des rayons centraux si S a la valeur conve- 
nable (4) ou (5). L'équation de ce plan est donc 

«(Scosaîa — B') + y(Scosyz — B) 4- 2(S— A") = 0. 

521. Enfin l'axe de révolution est perpendiculaire à ce 
plan : mais soit S^ la racine qui correspond à cet axe, et S 
la racine double, on sait que l'équation du troisième de- 
gré donne 

a 

n I OC àstn*9Xri-k'sin*xtrhk''sm*xv— tB(cosy»— cùbxi cosxy)— »B'(coBg»«-CQ8ff8 cosjiy)~lB''cosjy— coM» cos y 

*"• *" 1 — cos* ys — cos>«t — cos* i^+teoixycoszzcotyz 

ou, pour abréger, 

S,4-2S = /t>. ^ 
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On connaît donc S^ = p — 2S en remplaçant S par Vex- 

pression (4) ou (5). 

F 
Le carré du demi-axe de révolution sera — ^. Enfin 

les coefficients angulaires (jl^ et v^ de cet axe se trouveront 
en remplaçant S par S^ dans les expressions générales de 
Ii.etdev(g445). 

522. Il reste à examiner dans quelles circonstances les 
formules précédentes peuvent être en défaut. ' 
Si nous indiquons, pour abréger, les formules (4) et (5) 

par S = ^, S =r;, l'équation de condition (6) sera 

Or, si nous avons à la fois a = , fr = , cette équa- 
tion de condition sera satisfaite, ainsi que toutes celles 

qui pourraient être déduites de l'expression S = r- 

Cependant rien ne prouve que la surface soit de révolu- 
tion tant qu'on n'a pas trouvé une seconde condition qui 
ne soit pas nécessairement satisfaite pour a=0 , 6= : 
il faut aussi obtenir une valeur de S qui ne soit pas alors 
indéterminée. 

« 

Pour y parvenir, nous prendrons l'équation (1) : 

S»sin««2/— S(A -f-A' — 2B"cosa:y) +AA'— B"« = 

et nous la combinerons, en éliminant encore S', avec 
Tune des deux autres équations analogues, 

S«sin«a;3 — S{A -|- A" — SB'cosaa) -+- AA"— B'« = 0, 

ce qui donnera 

"" sin»iry (A 4- A"— /B'cosa:s) — sin«a:3(A 4- A' — 2B"cosa.y)' ^ ' 
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On a symétriquement 

~" sin«a:y(A'-f-A"— ÎBcosy») — sin«ys(A-|-A' — 2B"cosy3)* ^' 

Égalant ces deux nouvelles expressions de S, observant 
que les termes indépendants de sin^xy se détruisent, et 
supprimant ce facteur, il reste : 

sin^yz {(AA'— B"*)(A4-A"— 2B'cosaa) — (AA"— B'«)(A4-A'— 2B"cos.Ty)! j 
s'in^xz j(A'A"— B«)(A'-hA— 2B"cosary)--(A'A— B"«) (A'+A"— 2Bcosys)j (=0 (9) 
sin^xy j(A"A— B'«) (A"-|-A'— 2Bcosyj) _(A"A'— B«) (A-h A"— 2B'co&t3)} ) 

équation de condition symétrique entre x, y et Zy et, 
par suite, plus convenable que toute autre pour suppléer 
à l'insuffisance accidentelle des formules déjà écrites. 

523. Avec des coordonnées rectangulaires, la for- 
mule (7) devient 

c_ A(A^— aqh-b^^— B^ 

^- IJ'^^rp ' 

et la symétrie donne 

Enfln l'équation (9) devient 

(A'A"— B«) (A'— A") + (AA"— B'») ( V"— A) + (AA'— B"») (À— A') =0. 

ce qui se ramène à 

(A— A'^A'—A^KA*— A)-f-B«(A'— A^j + B'^fA"— A) + B''«(A-A') = 0; 

mais nous n'avons pas eu besoin de ces formules. 

r 524. Parabolotde et cylindre de révolution. — On 
trouvera, comme pour les surfaces à centre, les condi- 
tions nécessaires pour que ces surfaces soient de révo- 
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lution, et aussi la valeur de S qui correspond à ces sec- 
lions circulaires : en e(Tet, la méthode qui consfsterait à 
égaler les racines de l'équation du second degré en S 
serait assez compliquée, môme avec des coordonnées 
rectangulaires. 

Pour' le paraboloïde de révolution, la direction de l'axe 
de révolution est toujours celle des diamètres. 

Le sommet s'obtiendra comme à l'ordinaire; du 
reste, en substituant la valeur double de S, on a l'équa- 
tion de la surface, qui devient alors 

525. Quant au cylindre de révolution, les condi* 

tions et la racine double S étant obtenues comme ci- 

F 
dessus, on a le carré du rayon R'=— 01 car ici F est 

connu (g 475). 

Du reste, on trouvera, comme à l'ordinaire (g 471), 
Taxe central en grandeur et en direction. 



VII. SECTIONS CIRCULAIRES 

526. On sait qu'il y a , dans les surfaces du second 
degré, deux directions de sections circulaires, et que 
l'intersection de deur plans appartenant à chacune de 
ces séries est parallèle à celui des axes principaux 
dont le carré est intermédiaire entre les deux autres. 
Donc, d'après la formule 

on voit que cette mtersection correspond à celle dés trois 
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racines de réqiiation en S, qui est comprise entre les deux 
autres. 

Cela s'étend ëvidemmeal au cône et même au para- 
boloïde elliptique, où la troisième racine est S=:0. 

527. Considérons d^abord une surface donnée dun 
centre unique où nous mettrons l'origine, et soit S, 
la racine intermédiaire entre les dBux autres. Le plan 
central d'une section circulaire passera par le point 
dont les coordonnées sont a, x==]^%, i/ = v,2, c'est-à- 
dire par l'extrémité de Taxe correspondant ; ainsi l'équa- 
tion de ce plan est 

ou bien 

et il faut trouver X. 

Or, soient x=:ctZj î/ = pz les équations d'un dia- 
mètre quelconque contenu dans ce plan, on sait que 
la distance du centre au point où il rencontre la sur- 
face est R,; posant même, pour plus de simplicité, 
^ = 0, on aura 

R,« = 5« (IH- a» + 2 a cosxz). 

Pour indiquer que l'extrémité de cette dislance est en 
effet sur la surface, on posera 

3«(Aa«-f A''4-2B'a)= — F; 

enfin la condition nécessaire pour que ce diamètre soit 
contenu dans le plan en question s'exprime par 

puisque î/ = pa=0. Il faudra substituer cette valeur 
dans Tégalité 

IV(Aa«-hA"-h2B'«)==-F(i-f ««H-2«cos«3),« 
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F 

qui, i cause de — ^-^ =S^, revient à 



Donc 



(S, — A)«« — 2«(B' — S,cosa»)-hS, — A"=0: 



;4 +.>,.,= g— j » 

et comme on connaît |a, et v, par la valeur de S,, on 
trouve les deux expressions de X pour déterminer les 
plans cherchés. 

528. Comme il ne s'agit ici que de directions, ce qui 
précède s'appliquera de même aux surfaces dépourvues 
de centre unique, mais qui peuvent avoir des sections 
circulaires, c'est-à-dire le paraboloïde et le cylindre 
elliptiques. 

529. Dans une surface du second degré, deux cercles 

appartenant^ Fun à une série, l'au- 
tre à une autre j sont situés sur une 
même sphère (fig. 37). — Prenons 
pour plan de la figure celui de la 
section principale perpendiculaire 
à Taxe qui est parallèle aux in- 

^' tersections des sections circulai- 

res : le centre C de cette section est donc celui de la 
surface. 

Soient MN et PQ les diamètres suivant lesquels ce 
plan principal coupe les deux sections circulaires don- 
nées, et faisons passer par trois, M, N, P, de ces quatre 
points, un cercle dont le centre sera, en général, 
différent du point C. Concevons une sphère du même 
centre et du même rayon OM que ce cercle; il est 
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clair que le cercle MN est contenu sur celte sphère, 
c'est-à-dire qu'il est une des intersections de la sphère 
avec la surface donnée. Hais, cette intersection étant 
plane, on sait (g 221) qu'il existe une autre intersection 
plane, qui même sera encore un cercle, puisqu'elle 
appartient à une sphère. 

Ce "cercle sera aussi compris dans l'une des séries de 
sections circulaires, mais il ne peut être le cercle PR 
parallèle à MN, car alors ces deux cercles, appartenant 
à la même série de sphères, devraient avoir leurs centres 
sur un diamètre perpendiculaire à leurs plans. Alors la 
ligne mOp, étant droite, serait le diamètre conjugué 
des sections circulaires MN et PR : en même temps, 
elle leur serait perpendiculaire, ce qui n'a lieu que 
pour une surface de révolution ; dans ce cas, PQ et PR se 
confondent. 

Ainsi la seconde section est le cercle PQ. 
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530. Il suffira d'appliquer aux équations générales les 
méthodes employées pour les équations relatives aux 
diamètres conjugués. Ainsi, nous avons vu (g 255) que 
réquation générale d'un hyperboloide à une nappe peut 
se mettre sous la forme 

, M«X«+Nn«— P«2« = R*, 

dans laquelle X, Y, Z sont des polynômes tels que 

et M, N, P, R sont des fonctions des coefficients de l'équa- 
tion donnée. 
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On voit alors que les équations d'un système de géné- 
ratrices s'écrivent 

HX = PZco6f + Rsinr, NT = PZsmf — RCO69, 

et celles du second système sont données par 

IIX = PZco8f'— Rsin?', HY = PZsiny'-hRcosf'. 

Ici f et 7' sont des angles quelconques. 

531. Dans les mêmes conditions, l'équation générale 
d'un paraboloide hyperbolique étant 

1I«X«-.N«Ï«=2PZ, 

lîn système de génératrices rectilignes sera donné par 

les équations 

« 

MX = ZUngf) + Pcotf, NT = ZUng^ — Pcot^, 

et l'autre système par les équations 

MX = Ztangf'+ Pcotç»', NY = Pcot^— ItAngf. 

532. Les formules des numéros précédents corres- 
pondent au cône si R=0, au cylindre elliptique si P=0 
et au cylindre hyperbolique si N = 0. 

Seulement, pour ces surfaces, on sait que les deux 
systèmes se réduisent à un seul, comme on le reconnaît 
encore ici. 

533. Enfin, si l'on veut avoir, pour un point donné 
d'une surface réglée, les génératrices rectilignes qui 
passent par ce point, on substituera les coordonnées 
correspondantes dans les équations d'une génératrice, 
telles que ♦ 

MX = PZcosf + Rsinf , NT = PZsinf — Rcos)» ; 
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en les ajoutant et les retranchant, on aura sin^ et cos(p. 
Comme vérification, et pour que le point donné soit en 
effet sur la surface, on devra avoir 

De même, pour le paraboloîde hyperbolique, on 
trouvera tang^ et cot^, avec la condition 

On voit que cette méthode consiste d'abord à ramener 
l'équation d'une surface gauche du second degré, de la 
forme générale à la forme simplifiée ordinaire, par la 
division en carrés, ce qui permet de mettre en évidence 
les génératrices rectilignes. 



CfOM. ANU. 9. ET n. 22 



1 



CHAPITRE XI 



CONIQUES SPHÉRIQUES 



I. FOCAUBS B'ON CONE DU SEœiVB BEGBÉ 



534. Ellipse sphérique (fig. 38) (1). — Imaginons 

une sphère de rayon quel- 
conque OC = R qui ait 
pour centre le sommet 
d'un cône du second degré 
représenté par l'équation 

x^ y^ 5« 

S + p-^-O. 

Chaque nappe du cône dé- 
termine sur la sphère une 
ellipse sphérique^ telle que 
aba'b' : l'ensemble de ces 
deux ellipses s'appelle co- 
nique sphéique. (Les axes 
sont rectangulaires.) 

(i) Comme l'axe des x est pris généralement pour le grand aie d*uiie 
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Qn comprend qu'il ne faut pas confondre l'ellipse 
sphérique aba'b' avec l'ellipse plane Oi^ia/V qui sert 
de base au cône. Celle-ci est contenue dans un plan per- 
pendiculaire à l'axe des z sur lequel se trouve son cen- 
tre à la distance arbitraire de Oc = ç. En effet, le con- 
tour aba'V de l'ellipse sphérique étant sur une sphère, 
ne pourrait être aussi sur un plan que si le cône éts\it 
de révolution ; alors ce contour serait une circonférence 
de cercle. 

535. Nous chercherons d'abord des points que nous 
puissions considérer comme les foyers d'une conique 
sphérique; pour cela, nous commencerons par rap- 
peler le problème traité au chapitre IX et ainsi 
conçu (§ 393) : 

Trouver le lieu des points tels, que les distances de chacun 
d'eux à une droite et à un flan fixes soient dans un rapport 
constant. 

D'ailleurs, cette question est facile à traiter di- 
rectement. 

En effet, prenons pour origine des coordonnées rec- 
tangulaires, mais d'ailleurs quelconques (le lecteur est 
prié de faire la figure), le point où la droite perce le 
plan, et soient a, p, y l^s cosinus des angles que fait 
la droite avec les axes : on sait que la distance du point 
à la droite a pour carré 

De même, la distance du point au plan aura pour 
carré 

■(a'a:4-lS'2/-|-y'a)*, 

ellipse, nous revenons ici à l'usage de mettre cet axe dans le plan de la 
figure, afin de montrer les focales dans leur vraie position* 
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en indiquant par a', &', f les cosinus des angles que la 
normale à ce plan donné fait avec les axes ; cela lient à 
ce que ce plan passe par l'origine. 

Enfin, soit K le rapport constant, on a 1 équation 

ce qui représente un cône. La droite et le plan donné 
sont ce qu'on appelle une ligne focale et son plan direc- 
teur correspondant. 

536. Revenons à la figure 58 pour identifier ce cône 
avec le cône donné. Les points F et F' où les focales OF, 
OF' coupent l'ellipse sphérique aba'b' s'appellent les 
foyers de celte ellipse; chaque plan directeur coupe 
la sphère suivant une circonférence de grand cercle que 
l'on appelle directrice ; nous reviendrons sur ces poinis 

et ces lignes. 
Maintenant, afin d'identifier avec 

jt^ +^,y — 

l'équation du cône trouvé pour lieu géoméirique, il 
faudra de même isoler le terme en 2% cl égaler son coef- 
ficient à l'unité, ce qui donne les égalités 

En oulre, on a 

à quoi il faut ajouter les relations 

qui tiennent à ce que les axes sont rectangulaires. 
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On voit que le problème est inverse de celui que 
nous avons rappelé, c'est-à-dire que, étant donné le 
cône, on demande la focale et son plan directeur, qui 
passent, comme on le sait, par le sommet du cône; 
il faut déterminer a, p, y et a', p', y\ ainsi que le rap- 
port K. 

537. Observons avant tout que deux des six cosinus 
indiqués doivent être nuls. En effet, multiplions terme à 
terme les égalités 

il vient 

Mais comme 

^y = — ii'?'y'»* 
il reste 

et comme le rapport K ne peut être nul, il semble 
que Ton ait a = 0, a'=0. Cependant, comme on obtien- 
drait de même 

et que ces relations ne peuvent coïncider, il faut choisir 
un de ces trois systèmes. 

D'abord, il faut rejeter le système y=0, y' = 0. En 
effet, l'égalité y'=0 signifie que le plan des xy con- 
tiendrait la normale au plan directeur, lequel, d'après 
cela, passerait par Taxe des z qui est celui du cône. 
Donc ce plan contiendrait deux génératrices du cône, 
ce qui est impossible, car la distance d'un point quel- 
conque de ces génératrices au plan directeur étant 
nulle, ne pourrait avoir le rapport fixe K avec la 
distance de ce même point à la focale correspon- 
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dante, qui serait dans le plan des xy, puisque Ton 
aurait Y =0. 

Du reste, on voit parce raisonnement qu'un plan direc- 
teur n'a d'autre point commun avec le cône que le 
sommet. 

538. Ensuite, pour choisir entre les systèmes P=0, 
P'=0 et a=0, a' = 0, supposons fl>6 et essayons 
d'abord p=0, P'=0, en cherchant à déterminer K, 

a . a' 

- et ->. 

Les égalités du § 536 deviennent 

««+/ = !, (1) «'«-h/* = i, (2) K««V+ay = 0, (3) 
KV-hy-— 4=y,, (4) 

et aussi, d'après cette dernière, 

K8a'«-f««— i=— ^. (5) 

Ajoutons ces deux dernières, on trouve, à cause de 

(l)et(2), 

d'où 

Ensuite, l'égalité (4), à cause de (1), revient à 

6« 



De même (5) dennera 



KV« = «*4-^ 



' a* 



multipliant, et ayant égard à (3), on a 



b*y* b*a* 6* 



« o'y' o-g* 



c« «« a*c*' 
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ce qui donne 

Entre l'équation (1) et celle-ci, éliminant successive- 
ment Y* et a% on obtient 

et 
delà 

a* a« — 6* 
V 



•« 6« + c« 



a* 



539. Cette quantité -^ est positive comme elle doit 

Têtre, parce que a*>fc% diaprés ce qu'on a supposé. 
Mais si, au lieu du système P = 0, P':=0, on avait 

pris a=0, a'=0, on aurait eu, pour ^, une valeur 

' r 

négative, ce qui est impossible. 

540. Équations des focales et des plans directeurs. — 
D'après ce qui » précède, il y a deux focales contenues 
dans le plan des xz, puisque p=^0 : elles ont donc 
pour équation commune y=0, ensuite chacune d'elles 
a pour équation l'une des expressions de 

oc 

y 
en posant 

Quant aux plans directeurs, puisque ^'=0, ils sont 
perpendiculaires au plan des %x, c'est-à-dire que leur 
équation est celle de leur trace sur ce plan. 
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L'équation d'un plan passant par l'origine étant en 
général 

la condition ^'=0 donne 

On trouvera a'' et y^ en remplaçant, dans (4) et (5), 
Y* et a' par leurs valeurs. Alors 

OÙ Ton peut remplacer K* par sa valeur. De plus, 
on a, par la division 

y/> _ a*(b» -h c*) _ g* y^ 

541. Il reste à chercher la correspondance de chaque 
ligne focale avec son plan directeur. 
Pour cela, reprenons la formule 

K*a'y'= — «y. 

On voit que a^ et «y sont de signe contraire; il en sera 
de même pour -^ et -. Or, comme une ligne focale et 

* T 

son plan directeur correspondant sont représentés par 

x^- z et « = — Xs, 
y or 

on conçoit que le premier système sera donné par 
Ainsi l'une des lignes focales ayant pour équations 



!» = 0, 



. /a«-t» 
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son plan directeur sera représenté par 



De même l'autre système sera représenté par 

,=,0 et «=-«V^ 

pour la focale, et par 
pour son plan directeur. 



II. PROPRIÉTÉS DES FOCALES ET DBS PLAKS 

DIRECTEURS 



542. D'après la définition (§ 535) 



C0S2 



0F=y = ±Y/^ (§538). 



Or, les axes étant rectangulaires, on a (en indiquant par 
Oa, Ob les génératrices suivant lesquelles le cône est 
coupé par les plans zOx et zOy) : 



tang30a=:-, 

c 



d'où 

1 



coszOaz=z 



de même 



cossO^ = 



de là on conclut 

coszOa 



co8»OF = ± 



008 zO 6 
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D'après cela, nous allons chercher l'angle bO¥. 

Soit f le point où OF perce Tellipse plane ca^b^^ il 
s'agit donc de calculer l'angle b^Of. Or, d'après ce qui 
précède, 

en prenant Oe=c et aussi cft^* =&•. Ensuite les équa- 
tions de OF étant 



y = et X = - a, 



OU 



on a 



d'où l'on conclut 






-:p._ c«(a«-6«) 
""' - 6« + c« ' 






et nous aurons, puisque b^cfest droit, 
Mais 



co86,0/-=.cos60F= ^-^/^^^ > 

Remplaçant ces côtés par leurs expressions et rédui- 
sant, on trouve 

cos60F = ' ■___— = coszOa. 

De là ce théorème : 

Les focales sont les traces^ sur le plan zOx^ du cône de 
révolution décrit autour deOb avec V angle zOa. ' 

543. Soient OD, OD' les traces des plans directeurs 
sur le plan zOxy je dis que chacune de ces traces est la 
conjuguée de la focale correspondante dans un faisceau 
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harmonique dont les autres droites conjuguées sont les géné- 
ratrices contenues dans le même plan. 

Ainsi Oa et Oa\ OF et OD font un faisceau har- 
monique. 

Pour le démontrer, posons 

tangsOD = «j, tangsOa = a^ tangsOF = as, 
tangi a' = «4 = — a^y 

nous remarquerons d'abord que j/=0 donne, dans 
l'équation du cône, 

«' = -2 «•. 

d'où 



c« ' 



a a 
flj = -, ^4 = ' 



Ensuite, comme nous venons de le voir (g 541), 



Or on sait que quatre droites harmoniques ^=a^ a?, 
z = a^x, z= a^Xy z=:a^x donnent, en coupant une pa- 
rallèle à l'axe des Zj la condition 

(«i4- «5)(«t+«4) = 2 (fljflj+ajflj. 

Mais ici, comme 
il reste 



«105= «1*; 



a* 



En effet, cette valeur commune est -z. 

De même Oa et Oa' font un second faisceau harmoni- 
que avec OP et OD'. 

544. On est porté à se demander si les foyers des co- 
niques obtenues en coupant le cône par différents plans 
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coïncident avec les intersections des focales par ces plans. 
C'est ce que nous trouverons, en effet (§ 546), pour des 
sections perpendiculaires aux focales; mais il n'en est 
pas ainsi pour les sections perpendiculaires k Oz, En 
effet, pour prouver que /"n'est pas un foyer, il/aut obser- 
ver qu'on a trouvé (§ 542) 



Ï7*= 



c^(flt — 6»)^ 



or, si /* était un foyer de a^b^y on aurait 

d'où 

ce qui est impossible. 

545. Du moins nous allons démontrer le théorème 
suivant : 

Le plan directeur est le lieu des polaires que donne ^ 
relativement à chaque ellipse perpendiculaire à Vaxe des z, 
le point oà le plan de cette ellipse coupe la focale cor- 
respondante. 

En eflet, à cette hauteur %= c, qui du reste est arbi- 
traire, le plan de l'ellipse représentée par 

coupe la focale dont les équations sont 

A " 

y = 0, X = - 2, 
V 



en un point pour lequel 



xf^-c. 



y 
Comme d'ailleurs j/':^0, la polaire de ce point dans le 
plan de l'ellipse donnera 



CONIQUES SPHÉRIQUES. 349 

OU 

«' a* y 

^ ac 

Ce môme plan z=c coupera le plan directeur (g 541) 
suivant une droite représentée par 

'/C 

et, si la proposition est vraie, on doit avoir 
ce qui revient à 

y' a* y 



c^oc 



comme à la fin du § 540. 

Celte propriété, qui appartient aussi à un foyer com- 
paré à sa directrice, pourrait induire en erreur, et faire 
croire que f est un foyer, si l'on n'avait pas démontré le 
contraire au numéro précédent. 

546. LorsqxCon coupe le cône par un plan perpendicu- 
laire à tune de$ focales ^ la conique d'intersection a pour 
foyer le point où le plan sécant rencontre la focale^ et pour 
directrice la droite suivant laquelle ce plan coupe le plan 
directeur correspondant. 

Cela tient aux définitions elles-mêmes : en effet, ima* 
ginons sur la figure, par un point f de la focale, le plan 
perpendiculaire à cette droite, ainsi que la ligne dd où 
ce plan coupe le plan directeur; concevons aussi un 
point quelconque M de la section conique dont il s*agit. 

ë 

Comme le plan de celte section est perpendiculaire à OF, 
on voit que M/* est la distance de ce plan à la focale : 
ensuite, imaginons MR perpendiculaire au plan direc- 
teur, on sait que M/*=K .MR. 
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Maintenant, concevons dans le plan de la conique Md 
perpendiculaire sur l'intersection Dd de ce plan avec le 
plan directeur ; on sait, par le théorème des trois per- 
pendiculaires , que Md est la perpendiculaire menée, 
dans le plan sécant, du point M à Dd. On a alors 

en indiquant par d Tangle du plan sécant et du plan 
directeur. Ces plans étant tous deux perpendiculaires au 
plan %0x^ leur angle est celui de leurs traces sur ce 
plan. Celle du plan directeur est OD ; quant à celle du 
plan sécant, elle est perpendiculaire à OF. 
Par conséquent 

8ind = cosF0D, 

et il en résulte 

M/'=KcosF0D.Md, 

ce qui démontre la proposition. 



a 



Ail moyen de la valeur connue de - dans les équations 
de OF et de OD, on trouvera, après réduction, 

taDgFOD= ^ 



V;a'-^)(^-hc«)* 



hél.^Une génératrice du cône fait avec les focales des 
angles dont la somme est constante. — Soient <f et <p' les 
angles que fait cette génératrice OM, que l'on peut ima- 
giner sur le cône, avec OF et OF', et posons ^ 

0ll = r=l. 

Soient x^ y, z les coordonnées du point M et cherchons 
l'angle ç parla formule . 

cos rr' = cos xr cosxr^ 
4- cosyrcosyr' 
-h cosa;rcOs»r'= cos qp# 

relative à des axes rectangulaires. 
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Ici cosyz'=0^ puisque la focale est, dans lé plan 
zOx^ perpendiculaire à Oy. D'ailleurs, puisque r = l, 
on a 



cosùcr, = x, cos2r=zz. 



Ensuite' nous avons vu que Téquation de OFdans le 
plan ^Ox est 



donc 

et il reste 
de même 



X » , 

a = cosar', y = cos ar', 

C0S7= XoL-^Zy'f 
CÙS(f'=Zy — XU* 



Maintenant, comme le triangle rectangle MO/, où Mf 
est la distance du point M à OF (on peut toujours sup- 
poser qu'il en est ainsi) , donne 

M/'=siiiîî, 

à cause deOM=l, il faut comparer sinip à la distance MR 
du point M au plan directeur. Or, Téquation de ce plan 
étant (§ 540) 

on a aussi 

donc 

sin y = K (a' œ -h y 'a), 

d'après les définitions de la focale et du plan directeur. 
L'usage que l'on fait de ces définitions montre* que le 
point M est sur le ^cône, comme cela doit être* 
On aura de même 

Par conséquent 

COS(y -4- yO = ;5«y* — ««««— K» (à*y'« — ««a'») 
= a«(y«— K^y'») + a:«(KI«>»— a«). 
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Mais Tégalité (4) donne 



y«-KV=V-^-^' 






OU bien, comme 
on a « en réduisant, 

On aura de même 
Par conséquent 

c« — 11* c* 'a* 

Mais aussi on a l'équation du cône 

avec la relation 

puisque OM = 1. Éliminant t/, il reste 



donc 



cos(f + f')=J-r^I; 



ainsi f + f' est constant. 
548. De plus on a 

tang20a=? et cos'aOa = ^5-^^-3, sân'^Gaz^j^i;^. 

Donc, comme aOaf = ^.%0a , on a 

£;t at 

cos aOa' = , . . 

et enfin ç -h ç' =r aOo\ 



1 
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549. Puisque MOF = q), on a MOF, = 180 — 9, OF, 
étant le prolongement de OF, et MOF' = 9' donne 
MOF\ = 180 — ç'; donc 

MOP, + MOF'i = 360 — aOa'. 

Mais si l'on considère deux foyers qui ne soient pas dans 
une même ellipse sphérique, ce n'est plus la somme^ c'est 
la différence des angles qui est constante. En effet, 

MOF'i — MOF = 180— (ç'^ y) = 180— aOa' 

et Ton a la même valeur pour MOF^ — MOF'. 

550. Le plan tangent suivant une génératrice fait des 
angles égaux avec les plans qui contiennent cette généra- 
trice et chacune des lignes focales. 

Rappelons qu'en cherchant l'équation du plan tangent 
à l'hyperboloïde à une nappe relativement à une généra- 
trice rectiligne, nous avons trouvé incidemment que l'é- 
quation d'un plan tangent au cône était toujours de la 
forme 

- cos»-h?sin©=-, 
a ^ ^ c 

Tangle <p étant arbitraire. 

Du reste, cela est facile à vérifier, car, substituant 

z * 

celte valeur de - dans l'équation du cône, qui est 

mA ||t 2' 

— + |j i = 0, développant et réduisant, il reste 

Qsinf— Icosfj =0. 

Ainsi la solution est unique ; cela posé on a donc deux 
équations de la génératrice de contact : l'une est celle 

du plan, 

« . y ' * 

a ^ b ^ c 

g£OM. ÀBrAL. B. ET H. 23 
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et l'autre est 

-sinop — ^coso — 0. 

Multipliant la première égalité par C0S9, la seconde 
par sinip et ajoutant, il reste 



de même 



X z 

- = - cos f ; 
a c ^ 



y 2 • 
b c ^ 



Nous pouvons admettre que cet angle arbitraire <f est, 
copime ci-dessus, l'angle de OM avec OF. 

Tout plan passant par cette génératrice de contact a 
une équation de la forme 

et nous allons chercher la condition pour que ce plan 
soit normal au cône. Le coefficient de ;s est 

1 

c = (Aacosf + B6sinç>) ; 

c 

du reste, les coefficients analogues du plan tangent étant 

a tf C 

la condition est 

AA'-4-BB'4-CC' = 0, 

ce qui donne . 

A__ gsiny(y-f-c*) 

ou bien 

L'équation du plan normal est donc 

xa sin f (6* -h c*) — yb cos y (a* -h c") = zcsïn <p cos y (a* — 6*) . 
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Lairace de ce plan sur le plan xOz sera donc représen- 
tée par 

ccosy( a* — h*) 

Soient donc X et jx les angles que font avec O2, dans ce 
plan xO%j les traces du plan tangent et du plan normal, 
on a 

langA= et tang/ui= 7,; . «, , 

OU • 

tangi . tangM = ^^ = tang««OF (g 541) . 

11 en résulte que ces deux traces sont conjuguées harmo- 
niques de OF et de OF' ; cela se voit par le même raison- 
nement qu au § 543. 

Par conséquent le plan tangent et le plan normal sont 
eux-mêmes conjugués harmoniques des plans FOM, 
F'OM; enfin, comme ces plans sont perpendiculaires 
entre eux, chacun d'eux divise en parties égales l'un des 
angles supplémentaires que font les deux autres plans 
FOM et F'OM. 



III. SECTIONS CIRClIIiAIRES ET PLANS CYCLIQUES 

551 . Nous allons démontrer directement, par une mé- 
thode connue (4), Texistence d'un second système de sec- 
tions circulaires dans un cône oblique du second degré. 

Soit S (fig. 39) le sommet d'un cône à base circulaire 
de centre C et SP perpendiculaire sur cette base : le plan 
principal CSP coupe le cône suivant les génératrices SA, 
SA', et AA' est un diamètre de la base C. 

1. Me pas confondre œtte méthode du plan principal avôc celle du 
triangle par VaXe qui sert de base au traité d' Apollonius; 
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Une section c, parallèle à C, sera aussi un cercle et dé- 
terminera sur le plan principal un diamètre aal. 

Soit SmM une génératrice quelconque qui rencontre les 
circonférences C et c en M et m ; puis menons mfc perpen- 
diculaire sur aa* ; on sait que mi^ = ah.ha'. 

Observons aussi que mh , étant contenu dans le plan 
du cercle c , est perpendiculaire à la direction SP, puis- 




Fig. 39. 



que SP est perpendiculaire à toutes les directions des 
droites contenues dans les plans de C et o; donc mh^ étant 
perpendiculaire à deux directions SP et aa' contenues 
dans le plan principal, est aussi perpendiculaire à toute 
autre droite bb' contenue dans ce plan. 

Cette droite bb' passant par /i, nous devons chercher à 
la diriger de manière qu'elle soit, comme aa\ le diamètre 
d une section circulaire perpendiculaire au plan princi- 
pal. Dans ce cas, on aura aussi mh* = bhM' ; par consé- 
quent -T = jrrr Ainsi, dans les triangles abh et ha'b\ 
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les angles opposés au sommet en h sont compris entre 
côtés proportionnels ; ces triangles sont donc sembla- 
bles. On voit que bh est homologue à« ha\ et ah à hb\ ce 
qui fait que ab le sera à a'b' ; par conséquent l'angle abh 
de l'un est égal à l'angle b'a'h de l'autre, comme compris 
entre côtés homologues. Comme ces angles appartiennent 
encore aux triangles Saa' et Sfr6', ces triangles qui ont 
encore langle en S commun sont aussi semblables; 
ainsi, pour obtenir une section circulaire du système 
aniiparallèle, il suffit de prendre sur SA la longueur 
quelconque Sb^ de faire dans le plan principal l'angle 
Sbb^ = SA'A, et de mener par bb' une section perpendi- 
culaire au plan principal. 

Cela se résume par le théorème suivant : 
Uune des génératrices suivant tesquelles le plan princi- 
pal coupe le côney fait^ avec la trace d'une des sections cir- 
culaires sur ce plan, le même angle que fait Vautre généra- 
trice avec Vautre trace. 

552. Du reste on sait que dans un hyperboloïde, et par 
conséquent dans le cône, qui en est une variété, les plans 
des sections circulaires sont parallèles aux grands axes des 
ellipses prindpales. 

D'après cela, appelons plans cycliques les plans menés 
par le sommet parallèlement aux sections circulaires, on 
voit que, dans la figure 38, les plans cycliques se coupent 
suivant Vaxe des x. La comparaison (§277) des hyper- 
boloîdes, où Ton a aussi a>b^ donne pour équation des 
plans cycliques 

.)u bien (§ 538) 

z c« 
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Dans la figure 39, la ligne mhm\ intersection de deux 
sections circulaires, est parallèle à l'axe des x ; donc, 
comme cette ligne est perpendiculaire au plan ASA% ce 
plan principal est celui des %y, mais SC n'est pas Taxe 
principal des 2, puisque SC est oblique à l'ellipse C. 

La figure 40 étant tout entière dans ce plan principal, 
il est clair que SD, parallèle à AA', sera la trace d'un des 




Fig. 40. 

plans cycliques. De même, soit SO parallèle à bb' de la 
figure 59 ; on voit que SO sera la trace' de l'autre plan 
cyclique. Cela se reconnaît, d'après le § 551, à ce que 
l'angle ASO = DSA'. 

553. Nous allons maintenant démontrer le théorème 
suivant. 

Prenons pour centre le point 0, où SO coupe AA', et 
avec OS comme rayon décrivons une circonférence qui 
coupe AA' en E et en F. Je dis que ces points E et F sont 
conjuguées harmoniques avec A et A'. 

En effet, d'après ce qu'on vient de voir, les triangles 
OAS, OA'S sont semblables, puisqu'ils ont un angle égal 
et l'angle commun ; donc 



d'où 



ov^os 

0S""0A' 
ÔS* « OA.OA'. 
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Ainsi, comme OS = 0E = OF, les points A et A' divisent 
harmoniquement EF. 

Le point C étant le milieu de AA', SC sera le lieu des 
centres des sections circulaires dont les diamètres dans 
le plan principal sont parallèles à AA'.ou à SD; donc, 
d'après la construction même des conjuguées harmo- 
niques, SC et SD font un faisceau harmonique avec SA 
et SA'. . 

De même, soit SC le lieu des centres des sections cir- 
culaires dont les diamètres dans le plan principal sont 
parallèles à SO, les droites SA et SA' font encore un fais- 
ceau harmonique avec SO et SC. 

554. Les équations d'une génératrice du cône sont 
(§550) 

• X _ y __z, 
acosf bsinf c 

de plus, réquation des plans cycliques est (§ 552) 
en posant 

Si nous cherchons l'angle 6 de ce plan avec la généra- 
trice, nous aurons 

sm B = ^ . 

V^(c V + b*) (c« -h fr'sin f 4- fl'cos* f] 

Pour l'autre plan cyclique, il suffit de changer a en — a^ 
donc 

sinQsinfl^ 1 — - g'sin'y 

b^* ~ (c*a* + fe«) (c« 4- b*sm*f -4- ««ço8«f )* 

Remplaçant a' par sa valeur et réduisant, on a 

. . b^<^ 

sin 6 sm y = -rrrr"; — sr . 
fl* (b* -f- c*) 
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Ainsi le produit des sinus que fait une génératrice avec 
les deux plans cycliques est constant. 

555. Un plan tangent au cône coupe les plans cycliques 
suivant deux droites également inclinées sur V arête de con-^ 
tact. 

Pour calculer Tangle que fait cette arête avec une de ces 
droites, nous avons rappelé (§ 550) que Péquation du plan 
tangent passant par Taréte qui a pour équations 

X _ y _g 
acos^ 6sin^ c 

sera 

•B V 2 

-cos-© -|-?sino = — 
a ^ b ^ c 

Cela posé, cherchons Tintersection de ce plan avec un 
plan cyclique représenté par ^ = — (on prend à volonté 

" CCL 

le signe de a). Les équations de cette intersection seront 

z orgCOSy ay 

C a[a — sin^) h ' 

celles de l'arête étant, comme on vient de le rappeler, 

g_ ^ — y , 

c acosf 6sin^ 

Soit 8 l'angle de ces deux droites, on a 



V ^ I a* a*cos*9 ) 

^ , Msiny , fl*(a — siny) 

a a 

et 

cos^ , i 

J55^ V (^ + fl' cos« y -4- fc« sin« y ) j (c« a* -H ,6») (i — sin« y) -h «• (a — sin ^)« } 

= (c*+a>)« — siDf (a»— 6«). 
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Hais 

donc le second membre revient à 

Dans le premier membre, observons que le second fac- 
teur soumis au radical peut s'écrire ainsi : 

Mais, d'après ce qqi précède, 

Par conséquent ce second facteur se réduit à 

«•(1 — «sinf)*, 

et il reste 

éos*— «C08y(a*4-c*) _ cosyv/g' — fe* 

a v'c" -+- a* cos* ^ 4- ^* sin* f a^\ — a* sin* y 

Ceite expression de cos 8, dont la seconde forme est obte- 
nue en remplaçant c* par sa valeur, ne change pas numé-' 
riquement quand on change a en — a, ce qui démontre 
le théorème. 

Le succès du calcul tient à la suppression du facteur 
commun 1 — asin^, qui aurait changé numériquement 
avec le signe de a. 

556. Les droites suivant lesquelles un flan tangent coupe 
les plans cycliques font ^ avec Vintersection de ces plans, des 
angles tels, que le rapport des tangentes trigonométriques de 
la moitié de ces angles est une quantité constante. 

En effet, nous avons vu (g 552) que l'intersection des 
plans cycliques n'était autre chose que l'axe des x dans 
la figure .38. Soit donc (i. l'un des angles indiqués; 
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on aura, d'après le paragraphe précédent, les équations 

% ay axcos^ 

c b a(x — sin^)* 

pour représenter l'interseclion du plan tangent avec un 
plan cyclique, et, d'après la formule qui donne l'angle 
d'une droite avec Ox, 

a{oL — siny) 



OOS/A = 



aCOS 






ce qui, d'après les calculs du paragraphe précédent, 
revient à 

a — sin » 

' eo8M=. 7-^' 

'^ 1 — asin^ 

Or on sait que 
donc 



tang .^'^ ii-4-«)(i-siiio\ 



lH-a)(i-sill9) 

Pour l'autre plan cyclique, changeant le signe de a, 
on a 

»«"« a'* (l-«)ll-sin^)' 

d'où 

tang J/ui' ~" 1 + a * 

quantité indépendante de 9. 

557. La somme des angles que fait un flan tangent avec 
les plans cycliques est constante. 
L'équation du plan tangent étant 

- cos f> 4- |sin y = - (g 550) 

OU bien 

fc.bccùSf-^lfiieénf — abzz=.Of ^ 
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et celle d'un plan cyclique étant 

y.c« — 63 = (g 552), 

on a pour l'angle de ces plans 

flc*asiny-4-a6* 



cos> = 



v/(frVcos»y -f aVsin^y -f a*6«) (c«a« -f- b*) 



Comme a* = -5 r , on a 

c*-ha* 



c'a" -+- 6» = — V- — j- , 
c* -^ a* 



et aussi 



fc«c« (1 - 8in« ^) 4- aV« sin« 9 4- a*b^ = 6» (a« -+■ c«) -4- c» siii* f (««— fr«) 

= (fl«-f-c«)(6«4-c»a«sin«î>). 

Par conséquent 



Par une réduction facile, on a 

6c (1 — a sin ç>) 
V^(6«-hc«)(6«4-c»«*sin«y) 

On sait que les valeurs de cosX' et de sinX' s'obtiendront 
en changeant le signe de a, ce qui ne modifiera pas le 
dénominateur. Donc, comme 

cos (X 4- y) = cos i cosi' — sin X sin X' , 

on aura 

, ,- __ 6* — c*a» sin» y — 6M(1 — g* sin* y) 

^' ''^"^ (6»-hc«){6«-+-c«cr«sin«y) ' 

ce qui revient à 

6« — c« 

quantité indépendante de 9 , comme il fallait le démon- 
trer. 
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Mais la formule générale 

«««/i ^ v\ - lrilî2liili±il) 
montre que 

Or nous avons vu que tangMXl = - (fig. 38); donc 

c 

et aussi 
OU bien 

« 

en indiquant par S = ASA' Tangle au sommet du cône 
dans les figures 39 et 40. 



I¥. CONE SUPPLfiMElIlTAIRE 

558 . On appelle cône supplémentaire le lieu géométrique 
des perpendiculaires menées par le sommet du cône donné 
aux plans tangents à ce cône. 

L'équation du plan tangent étant (g 550) 

cos« . sino % A 
a *+ * î'-ê = "' 

une droite représentée par — = ^ == 2 sera tangente à 
ce plan si l'on a 

a b 

m. = II. -: — = — c , 

ce qui permet de poser 

am = — ccosf, 6ft = — csinf; 
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élevant au carré pour éliminer 9, il reste 



puis, remplaçant m et n par - et - , il reste l'équation 



z z 
cherchée 



559. Ce cdne est encore le lieu des intersectionii corné- 
cutives des plans menés par le sommet du cône donné per^ 
pendiculairement à ses arêtes. 

Les équations d'une arête étant (§550) 

g _ y _» 

un plan représenté par Ai? -f- By 4- Ca == sera perpen- 
diculaire à cette arête si l'on a 

A B c 



ce qui donne pour équation de ce plan 

â^.acos^ -f-y.6sinf + ci = 0. 

Prenant la dérivée par rapport à «p , on a la relation 

éliminons x puis y entre cette relation et Téquation du 
plan, on trouve 

aâ; + c2cosf=0 et éy-f-casiny =sO, 

à cause de la relation 

sin*y-f:COS*y = l 

qui permet aussi d'éliminer ç entre ces deux dernières 
égalités. On a alors l'équalion cherchée 

du cône supplémentaire. 
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560. Cette propriété est réâproque^ c'est-à-dire que les 
deux cdnes représentés par 

et par 

sont supplémentaires l'un de l'autre. En effet, ces équa- 
tions peuvent être mises sous la forme 

c* a* 
or il est clair que -= et -r sont inverses lun de l'autre ; 

il en est de même pour r^ el-^- Posons 

Téquation du cône supplémentaire sera de la forme or- 
dinaire . . 

f^ , y! — î! 

Donc 



fl' = — et 6*-= -i- , 
a o 



(/ étant arbitraire. 



561. Les lignes focales (Tun cône sont perpendiculaires 
aux plans cycliques du cône supplémentaire. 
L'équation 

représente un plan cyclique du cône donné ou, si l'on 
veut, sa trace sur le plan des y%. Or les focales du cône 
supplémentaire, au lieu d*être dans le plan des xz^ 



\ 
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comme celles du cône donné, seront dans le plan des yz^ 
car a > 6 donne V > a'. Les équations de Tune de ces 
focales seront donc a? = et 






en changeant» dans les formules du § 541 ^ h^ a q\ x 
en a\ 6' et y. 

Remplaçant a! et V par leurs valeurs — ^t "r > on a 



On reconnaît alors que cette droite est perpendiculaire à 
la trace du plan cyclique dans le même plan des yz. 

De plus, comme cette focale du cône supplémentaire 
est aussi perpendiculaire à Ox qui est dans le plan cy- 
clique, elle est perpendiculaire à ce plan. 

562. La seconde définition du cône supplémentaire 
(§ 559) montre que les ellipses sphériques déterminées 
par les deux cônes sont réellement des figures supplémen- 
taires d'après la définition des éléments de géométrie. 

En effet, soit A un point de la sphère ; la perpendicu- 
laire à OA menée par le centre détermine su^ la sphère 
le plan polaire du point A ; considérons de même deux 
autres points B, C avec leurs plans polaires, les intersec- 
tions A', B', C de ces plans sur la sphère sont, comme on 
sait, les sommets du triangle supplémentaire correspond 
dant, cette faculté étant réciproque. 

Cela s'étend évidemment à deux polygones supplémen- 
taires ABCD...4 A'B'C'D'.*. qui ont un même nombre quel- 
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conque de côtés. Or, on voit qu'en passant des polygones 
aux courbes, on tombe sur la définition des ellipses sphé- 
riques supplémentaires. 

563. Dans les triangles et polygones polaires ou sup- 
plémentaires, on sait (Legekdbe, Vif, 10) que les côtés 
d'un polygone corrélatif sont supplémentaires des 
angles du premier, c'est-à-dire que l'on a 

a=2 — A, 6 = 2 — B, cr = 2— G,... 

D'un autre côté, l'aire d'un polygone sphérique convexe 
de n côtés dont les angles sont A, B, C... est 

S = A + B-+-C+ ... — 2(n— 2) (LEGENDBE,Yn, 24). 

Soit donc L=:a-Hfc -+- c-h ... le contour de la figure 
supplémentaire,, on aura évidemment 

S-f L = 4, 

ce qui est vrai aussi pour les ellipses sphériques dont on 
vient de parler. 

Cette S -f- L = 4 est donc établie entre Taire sphé- 
rique S comprise dans une ligne convexe, rapportée au 
triangle rectangle pour unité, et le contour L de la figure 
supplémentaire, mesurée avec le quadrant pour unité. 



T. POLAIRES SPHÉBIQVES 

564. Nous savons (§ i 86) que le plan polaire d*un point 
quelconque, relativement à un cône, est le même pour 
tous les points de la droite qui joint le sommet au point 
donné, et que ce plan passe aussi par le commet. 
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Cherchons donc. les conditions nécessaires pour 

qu'une droite et un plan représentés par - = ? = - et 

- ^ ^ ^ m n p 

m'x -4- n'î/ -f- p'a;= aient entre eux la relation indiquée. ' 

L'équation du plan polaire étant 

a« "^ 6« "■ c« "" ' 

il faudra identifier 



avec 



c*m . c*n ^ 

pa* pb^ 



m' n' ^ 

,z -y — 3=0. 

/>' P'^ 



Alors Téquation du plan devient 



-^-^-^+^"-0. 



ce qui donne les relations 



m' 



c^mp^ d^np' 

pa^ pb* 



565. Il est facile de reconnaître qu'un plan directeur 
est le plan polaire de la focale correspondante. 
En effet, n=0 donne pour équation du plan 



m a* 

p c« 



et comme, pour la focale, 

5 = i (§540), 

on retrouve le plan directeur. 

566. Considérons maintenant le point où la droite en 
question perce la sphère qui a pour centre le sommet 

GfiOM. AHAL. B. BT H. 24 
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du cdne, et le grand cercle suivant lequel le plan polaire 
correspondant coupe cette sphère : ce point et cette cir- 
conférence seront, l'un par rapport à l'autre, un pôle et 
une polaire sphériques. 

Si le point donné est sur l'ellipse sphérique, la po- 
laire est une circonférence tangente en ce point à cette 
ellipse : en un mot, on retrouve toutes les propriétés des 
polaires, comme pour les coniques planes. 



¥1. PROPRIÉTÉS DES FOYERS 

567. On reconnaît en particulier, d'après le g 565, 
qu'une directrice est la polaire du foyer correspondant 
(§ 556). 

L'angle de deux droites passant au sommet se mesu- 
rant par l'arc du grand cercle que détermine sur la 
sphère le pian des deux droites, il suffira d'énoncer les 
théorèmes suivants en indiquant les numéros qui ser- 
vent à les démontrer. 

I. Le sinus de Varc mené d\in point quelconque de la 
conique à un foyer est au sinus de l'arc mené du même 
point perpendiculairement à la directrice correspondante , 
dans un rapport ^constant K. (Définition de la focale et du 
plan directeur, g 535.) 

II. La somme des arcs vecteurs d'un point d'une ellipse 
sphérique atix deux foyers intérieurs à cette ellipse est con^ 
stante (g 547). 

Cette constante a pour valeur Varc maximum tracé dans 
F ellipse en passant par son centre (g 548) . 

m. La somme des arcs vecteurs menés d'un point d'une 
ellipse sphérique aux foyers intérieurs à Vautre ellipse est 



i 
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égale à Vexcès d'un grand cercle sur la somme précédente 

(§549). 

IV. La différence des arcs vecteurs menés d'un point 
d'une conique sphérique à deux foyers situés^ Vun dans une 
ellipse^ Vautre dans Vautre, est cotistantey pourvu que ces 
foyers ne soient pas sur la même focale (g 549). 

Cette différence est le supplément de Vangle central 
maximum que nous venons d'indiquer dans une ellipse. 

V. La tangente (arc de grand cercle) à une conique sphé- 
rique fait des angles égaux avec les arcs vecteurs menés des 
foyers au point de^contact (g 550). 

Cela suppose encore que les foyers' ne sont pas sur la 
même focale. 

568. Voici encore diverses constructions et proposi- 
tions qui se déduisent du dernier théorème par les mômes 
raisonnements que pour la géométrie plane ; aussi nous 
nous dispensons de faire les figures. 

I. Mener une tangente à une ellipse sphérique ^ d'un point 
pris sur la courbe. 

Joignons ce point M à F et à F', puis sur Tare pro- 
longé F' M prenons MH=MF; il est clair que le grand 
cercle tangent sera MI, perpendiculaire sur FH ; de plus, 
I sera le milieu de cet arc FH. 

II. Par un point extérieur à une ellipse sphérique mener 
des tangentes à cette courbe. 

De ce point donné N comme pôle et du rayon NF, 
décrivons un petit cercle qui coupe en H et H' le 
petit cercle décrit du pôle F' el de Touverture de com- 
pas aa\ Comme alors NF = NH^ le grand cercle perpen- 
diculaire à Tare FH passe au milieu I de cet arc : le 
point M où Tare F'H coupe NI appartient à la courbe. 
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puisque MH=MF et queF'H=flOfl'; donc lare de grand 
cercle NMI est tangent en M. 

De. même NI' étant perpendiculaire survie milieu l' de 
F'H', l'autre point M' de contact sera à l'intersection de 
NI' et de F'H'. 

III. Lare de grand cercle y mené d'un foyer au point de 
concours de deux tangentes y fait des angles égaux avec 
les arcs vecteurs méfiés de ce foyer aux points de 
contact. 

En effet le pôle N est également éloigné de H et de H' : 
par suite, relativement au cercle de pôle F' et d'ouver- 
ture aaf, il est sur la bissectrice de l'angle HF'H', c'est-à- 
dire MF' M'. 

IV. Les tangente» menées d'un point extérieur à la courbe 
font des angles égaux avec les arcs vecteurs qui vont du 
point donné aux foyers. 

En effet, les triangles sphériques NFK, NF^H ont 
toutes leurs parties égales comme ayant les trois côtés 
égaux, car on a 

FK=F'H=«a', NK = NF' et NII = NF. 

Donc, l'angle 

KNF=HNF': 

retranchant de part et d'autre FNF', il reste 

HNF=KNF'; 

puis, prenant la moitié départ et d'autre, il reste 

MNF = M'NF'. 

V. Quand il faudra appliquer ces constructions el ces 
théorèmes, non plus à une seule ellipse sphérique, mais 
à la conique sphérique complète, on les modifiera facile- 
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ment en voyant ce qui a lieu à propos de l'hyperbole dans 
la Géométrie plane. 



VII. PROPRIÉTÉS DES CYCIiES 

569. Nous appelons cycles les grands cercles sui- 
vant lesquels la sphère où sont situées les coniques 
sphérîques est coupée par les plans cycliques (1). 

Nous allons voir ce que deviennent, dans les coni- 
ques sphériques, les théorèmes démontrés pour les 
plans cycliques : il suffira de rappeler les numéros cor- 
respondants. . 

I. Le produit des sinus des arcs 6 et 6' qui mesurent les 
distances sphériques d*un point de la conique aux deux 
cycles est constant (§ 554). 

n. Varc tangent à une conique sphérique et terminé aux 
deux cycles est divisé au point de contact en deux parties 
égales (§ 555). 

III. Soient A et*A' sur les cycles les extrémités de cet 
arc dont le milieu est au point M de contact, et H un 
point de concours des cycles, on aura 



' * l + a 



en posant 



«=\/5t3 ®''''- 



IV.- La tangente à une conique sphérique fait avec les 
cycles deux angles dont la somme est constante (g 557). 
Ainsi la somme des angles du triangle HAA' est 

(1) Nojjs préférons cette dénomination à celle de cercles cycliques, qui 
contient un pléonasme. 
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constante : il faut se rappeler que les cycles ne ren- 
contrent jamMS les coniques sphériques^ puisqu'ils sont 
extérieurs au cône. A cause de cette propriété du trian- 
gle HAA^ ce théorème peut aussi s'énoncer sous la forme 
suivante : 

Venveloppe des bases des triangles de même angle au 
sommet et de même surface est une conique sphérique qui 
admet pour cycles les deux côtés de Vangle. (Nous allons 
voir encore d'autres propriétés des cycles.) 



¥111. PROPRlÊTl» IIVTESSES 

570. Coniques supplémentaires, — D'après ce que 
nous avons vu sur les cônes supplémentaires, on obtient 
évidemment, entre deux coniques supplémentaires, les 
relations suivantes : 

I. Un point d*une conique sphérique est le pôle de la 
tangente au point correspondant de sa supplénentnire 
(gg 558 et 559). 

II. Un foyer d^une conique sphétique est le pôle d'un 
cycle de sa supplémentaire (g 561 ). 

Ilf. Donc un point d'un cycle de Vune est le pôle d'un arc 
vecteur de iautre. 

IV. Un arc vecteur dans Vune a la même mesure que V an- 
gle d'un cycle et d'un arc tangent dam l'autre. 

Cela tient à ce que l'angle des plans de ces deux cer- 
cles est égal à celui des droites qui leur sont perpendicu- 
laires et qui comprennent l'arc vecteur. 

V. Soit M un point d'une conique sphérique et C un 
point d'un cycle : on sait (!) que M est le pôle de l'arc 
tangent au point M' de la conique supplémentaire, et 
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que C est celui de l'arc vecteur qui joint M' avec le 
foyer correspondant au cycle C (III). L'angle de ces deux 
plans ayant la même mesure que l'arc MC (IV), on a ce 
théorème : 

La distance d'un point d'un cyde à ùnpoint de la courbe^ 
dans Vune des coniques sphériqnesj a la même mesure que 
Vjangle formée dans la conique sujyplémentaire, par Varx 
tangent au point correspondant de la courbe et Varc 
vecteur mené de ce point au foyer qui correspond au cycle. 

Yl. Vn point extérieur à une conique sphériqux est le pôle 
d*un cercle qui coupe cette courbe. 

Comme on l'a vu (§ 568, II), on appelle point extérieur 
celui par lequel passent de^ux arcs tangents. 

Ces tangentes sont elles-mêmes les polaires des points 
de contact (g 566)/ Or on sait, par une propriété con- 
nue des polaires, î^ue les polaires de tous les points 
d'une ligne donnée passent au pôle de cette ligne : ici, 
ce pôle sera donc le point de concours des tangentes, 
c est-à-dire que le plan polaire de ce point de concours 
passe aux points de contact. 

VU. Les cycles d^une conique sont identiques avec les di- 
rectrices de sa supplémentaire (11). 

571. Autres propriétés des cycles. — Les observations 
sur deux coniques supplémentaires étant appliquées aux 
théorèmes des §g 567, 568, 569, on aura, relativement à 
une conique sphérique quelconque, les propriétés inver- 
ses que voici : 

I. Le siniis de Y angle d'un cycle et de Varc tangent en 
un point quelconque est au sinus de Varc abaissé perpendi- 
culairement du pèle de ce cycle sur cet arc tangent^ dans 
un rapport constant K\ 



376 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Cette proposition se déduit du § 567, I, parce que le 
pôle du cycle est le foyer correspondant de la conique 
supplémentaire (II). 

Du reste, 

^^^,^Tl±J^=ïl^. (§558) 

Posant 

a' = ^, fr' = Ç. (§560) 

il reste en réduisant 

II. La somme des angles que l'arc tangent en un point 
fait avec les cycles est constante. 

Cfela résulte du théorème Jg "567, 11). 

Chaque cycle correspond aux deux foyers qui sont 
sur une même focale de la supplémentaire; du reste, 
la relation (§ 570, IV) montre que les angles ? et <p' don- 
nent les sommes et les différences dans une conique 
comme dans l'autre. 

Le théorème du § 567, III, ramène à celui du g 569, II, 
ainsi conçu : L arc tangent terminé aux cycles est divisé 
également au point de contact. 

. III. Les portions d*un cycle^ comptées depuis son inter- 
section par l'arc de grand cercle qui joint deux points de la 
courbe, jusquà son Intersection par les arcs tangents à ces 
points, sont égales (g 568, IIl). 

En effet, N élant l'intersection des arcs tangents en M 
et M', chacun de ces arcs correspond à des points M^ et 
M/ delà conique supplémentaire; donc la polaire de N 
sera l'arc de grand cercle M^M/. 

Par conséquent, l'arc NF correspond à l'intersection H 
de ce cercle M^M/ avec le cycle qui correspond à F. Il 
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en résulte que Tare vecteur FM correspondra à l'in- 
tersection R de ce cycle avec la polaire de M, c'est- 
à-dire avec Tare tangent on M^ : on aura de même R' 
pour l'autre cycle, et le théorème indiqué montre que 
HR=HR'. 

lY. Les portions d'trn grand cercle quelconque^ com- 
prises entre une conique sph&ique et les cycles^ sont égales 
(g 568, IV). 

Nous venons de voir que NF donne H sur un cycle : de 
même NF' donne H' sur l'autre cycle; donc le théorème 
en question résulte du théorème indiqué. 

Y. L'analogie des cycles avec les asymptotes de l'hy- 
perbole résulte des théorèmes de ce paragraphe et de 
ceux du § 569. 



IX. DIAMÈTRES CONJCCSfJÉS 

572. Par Taxe Oz (fig. 38) imaginons un plan repré- 
senté par 

kx-hBy=0; 

il sera perpendiculaire à Tellipse plane c, qu'il coupera 
suivant un diamètre tt^. 
La tangente en t a pour équations 



8 



-Oc et "^^yl^i- 



mais le point de contact étant sur le plan, on pose 

573. Considérons les tangentes aux extrémités v et v' 
du diamètre conjugué à W : on sait que ces tangentes sont 



v 
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parallèles aux cordes conjuguées au premier diamètre, 
c'est-à-dire à W. 

Comme le plan de l'ellipse c est parallèle à celui 
desxt/, le plan tangent au cône suivant la génératrice Ov 
coupe le plan des xy suivant une parallèle à la tangente 
en V, c'est-à-dire à ces cordes conjuguées : il en sera 
de même pour le plan tangent en v'-, donc V intersection de 
ces deux plans est sur le plan des xy et parallèle à ces cordes 
conjuguées; 

Donc aussi tout plan passant par cetfe intersection 
coupera l'ellipse c suivant des parallèles à ces cordes. 

Réciproquement, il est clair que les plans tangents 
suivant Ot et Of se coupent sur le plan des xy sui- 
vant une parallèle à vv'; les plans passant par cette 
intersection coupant aussi l'ellipse suivant des parallèles 
à vv\ 

574. Passons maintenant de Tellipse plane c à l'el- 
lipse sphérique C ; les cordes que ces diamètres conju- 
gués partagent mutuellement en parties égales corres- 
pondront sur la sphère à des arcs divisés aussi en 
parties égales. 

On a donc pareillement pour l'ellipse sphérique une 
infinilé de couples de grands cercles jouant le rôle de 
diamètres conjugués, puisque chacun d'eux divise en 
parties égales une série d'arcs de grands cercles dont les 
plans ont une intersection commune sur le plan desxy. 

Soient donc sur ce plan j/ = wwc, y =- mfx les équations 
de ces droites conjuguées, respectivement parallèles à ttf 
et à vv'. Pour la première, l'équation Aa; H- Bj/ = donne 
immédiatement 
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Pour la seconde, observons que la tangente en t est pa- 
rallèle, comme on le sait, au diamètre rv' ainsi qu'à cette 
seconde droite. Ainsi Téquation t/=m'x est identique avec 

^, -h ^ -o, 

puisque la tangente en t est représentée par 






Par conséquent 

t/ 
puisque -, = m ; on en conclut la relation 

mm* -=■ =• 



X. COORDONNÉES SPHÉRIQVES 



575. Afin de fixer sur la sphère la position d'un de 
ses points M (fig. 41), nous prendrons pour pôle 
ou plutôt pour origine un 
point quelconque de la 
sphère par lequel nous fe- 
rons passer, comme axes de 
coordonnées, deux grands 
cerclés quelconques OA, 
OB. Soit S le centre de la 
sphère et le plan ASB per- 
pendiculaire à SO, l'angle 
ASB = 6 est la mesure de 
Tangle sphérique AOB. 

Par le point M et les 
points A et B menons des arcs de grands cercles qui 
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déterminent sur les axes opposés les points P et Q : nous 
prendrons pour coordonnées du point M les tangentes 
trigonométriques des arcs OP, OQ. Ainsi la position du 
point M sera déterminée par lès quantités Ç = tang OBP, 
tj = tang OAQ. 

Du reste, si l'on projette M en N sur SP et en R sur SQ, 
il est clair que 



X X 

en indiquant par x^ y, % les coordonnées du point M rap- 
porté aux axes SA, SB,* SO. 

576. Intersection de la sphère par une surface. — L'é- 
quation fi^yti) = est donc celle d'une courbe tracée sur 
la surface de la sphère. 

Réciproquement, on peut demander l'intersection delà 
sphère par une surface quelconque. Le problème sera fa- 
cile si cette surface passe par le centre de la sphère et, 
de plus, est homogène en x, y^ z ; il suffira de diviser 
par 2" l'équation de cette surface de degré n, et Ton aura 
immédiatement l'équatioa cherchée en Ç et v2. 

Ainsi le plan représenté par 

Aar4-By-hCa;=0 

donne pour équation d'un grand cercle 

AÇ-f B>î4-C=0, 

forme analogue à l'équation ordinaire de la droite que le 
grand cercle remplace sur la sphère. 

De même un cône central détermine une conique sphé- 
lique représentée par 

Aç» -h A',,* + A" + 2B>î + 2B'| 4- SB"?*! = 0. 
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Si l'origine est sur Taxe du cône et si ô = 90**, Téqua-» 
tion du cône étant 

« 

celle de la conique sera 

fl* X* C* 

577. Si la surface donnée n'est pas centrale et homo- 
gène, la seule diiîérence est que le rayon de la sphère 
figure dans Téquation sphérique. 

Soit donc f(x, y, a) = l'équation d'une surface quel- 
conque, et observons que celle de la sphère est ici 

r* = 3* 4- «« -h y« Tf- 2a:y cos d. 

Posons de part et d'autre 
on a 

r 



V^l + Ç*-f->î*-hÇ»ïC0s6' 



Transportant ces valeurs dans f(x^y]%) = 0, on a l'équa- 
tion en Ç et t). 
Par exemple, le plan quelconque 

Aa; + By + C3 = D 

donne 

Aç+B„+C = ?, 

ce qui revient à 

r« (Aç -f B>2 -f C)« = D^H- Ç* + >j« H- 2çu cos 6) . 

Ainsi le grand cercle est le seul qui ait une équation 
sphérique du premier degré. 

578. Réciproquement, si r,on cherche Téquation de la 
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# 

surface qui détermine dans la sphère de rayon r la sec- 
lion représentée par f(Ç, t), r) =: , il suffit de poser 

Par exemple, que signifie Téquation 

r« = D« (1 -t-Ç*4- »ï* -h 2Ç,îCOS0)? 

Comme on a 

r* = »• (H- p -f- ,« -|-2çr, cos ô) , 

il reste «* = D*, ce qui représente les plans de deux pe- 
tits cercles perpendiculaires à 0^ et situés de part et d'au- 
tre du centre à la distance D. 

579. Intersection de la sphère par une droite. — Soient 
les équations de la droite, on a 

| = mH-|, (1) >î = '*+f» (2) 

et aussi 

ç(ç — m)=|7(>2— n), (5) 

équation du cercle qui contient la droite. Du reste 

j = ;Vl-i-ç» + >î* + 2ç,cos«, (4) 
d'où 

Remplaçant yj par sa valeur tirée de (3), on a ia valeur 
de Ç ; on aurait de même celle de t). 

Mais Ton considère surtout une droite passant par le 
centre et représentée par 
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al(U's on a de suite 

ç — -, 17 — . 

y V 

Nous laisserons au lecteur à démontrer le théorème 
suivant : 

Deux triangles supplémentaires étant tracés sur une 
sphère^ les arcs de grands cercles qui joignent les' sommets 
correspondants se coupent en un même point (cest k centre 
du cercle circonscrit) . 

580. Application aux coniques sphériques. — Si nous 
prenons = 90** pour avoir Téquation de la conique 
sphérique dans toute sa simplicité, nous avons (§ 576) 
pour équation de cette conique 



ou bien 



en posant 



ar Ir c* 



A» ^ B« • 



A = ?. B=* 

C G 



Les équations d'une droite centrale étant 



ç — » ^ — Z * 



on reconnaîtra facilement (§ 540) que les coordonnées 
sphériques d'un foyer seront 






On trouvera au même paragraphe les équations 



l 
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des diréttriceSj et au paragraphe suivant le choix qu'il 
faut faire pour chaque directrice et son foyer corres- 
pondant. 

En même temps, le rapport constant sera (g 558) sous 
la forme 

^ AT 

* 

On a trouvé aussi (§ 548) que la moitié î (ç -+- <p') de la 

somme des arcs vecteurs avait pour tangente - = A. 

C'est dans ce isens que 2A est le grand axe de l'ellipse 
sphérique. ^ 

Les équations des plans cycliques (g 552) ou plutôt des 
cycles (g 569) sont données par la formule 



Va« — B» 



Enfin Téquation de la conique supplémentaire sera 
(§558) 

AV+BV = 1. 

581. La méthode connue des limites fait appliquer 
aux coniques sphériques le calcul relatif aux coniques 
planes pour trouver les tangentes ; ici les tangentes sphé- 
riques sont des arcs de grand cercle. Donc ces calculs 
donnent aussi la théorie des polaires sphériques. ^ 

582. Pour plus de détails, même en dehors de la théo- , 
rie des coniques, nous renverrons au travaille M. Van- 
son {Nouvelles annales de mathématiques, 1858 et 1859). 



CHAPITRE XII 



SURFACES HOMOFOCALES 



I. «ËNÉRAUTËS 



585. Définition et équation, — On dit que deux surfaces 
du second degré sont homofocales quand leurs sections 
principales ont les mêmes foyers. 




Fig. 42 



Nous' allons chercher l'équation générale des surfaces 
qui satisfont à cette condition, en observant qu'elles sont 
évidemment concentriques. 
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25 



386 GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. 

Soit ---|-^-i-- = 0(l) réqualion d'une surface à cen- 

a* & ï 

tre rapportée à ses axes principaux. Pour plus de géné- 
ralité, nous ne mettons pas le^ dénominateurs sous 
forme de carrés, afin de ne rien préjuger* sur leurs 
signes ; mais nous supposerons toujours a > p > 7. 

Pour fixer les idées, nous représenterons un ellipsoïde 
(fig. 42) (1). 

La section principale ABA' a ses foyers F et F' sur 

Taxe A A', à la distance OF = \/a — p . Le même axe des x 
contient aussi les foyers H et H' de la section ACA' à la 

distance OH = y^a — y ^ et OH > OF parce que P > y- 
Enfin les foyers G, G' de la troisième section sont sur 

Taxe OB à la distance OG = \/p— y . 

rtjS |*t /yS 

584. Soit -7 + ^ 4- -7 = 1 l'équation d'une autre sur- 
a p Y 

face où nous supposerons aussi a' > p' > y'. Pour que 

les foyers de cette surface coïncident avec ceux de la 

première, il faut et il suffit que l'on ait 

ce qui se réduit à 

Soit donc u la valeur commune de ces différences ; l'é- 
quation générale des surfaces homofocales à la surface 



donnée est 



-4—--^ = i. 

oi-^U ^ — M y — u 



^85. La figure primitive étant un ellipsoïde, a, p et y 

(1) Même observation' que pour la figure 58. 
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sont positifs : mais si w<Yî la nouvelle surface est 
encore un ellipsoide. 

Quand u est compris entre ^ el^, la surface est un 
hyperboloide à une nappe; elle devient un hyperboloide à 
deux nappes pour u compris entre p et a : enfin, on no 
peut donner à u de valeurs plus grandes que a, car la 
surface deviendrait imaginaire. 

586. Coniques focales. — Lorsque u est seulement un 
peu plus petit que Yi l'ellipsoïde est très-aplati : à la 
limite, pour m=y, il se réduit à la portion du plan xOt/ 
intérieure à l'ellipse HGH' qui a pour équations 

. = et -i— 4.-JL.=i. 

Lorsque u surpasse y d'uri^ quantité infiniment petite, 
on a un hyperboloide à une nappe qui se réduit, pour 
cette limite de u=y, à la portion du plan xOy exté- 
rieure à l'ellipse HGH\ 

587. Lorsque- u est un peu plus petit que P, Taxe 
de l'hyperboloïde à une. nappe, dirigé suivant Ot/, 
devient très-petit, et cet hyperboloide se confond, à 
la limite de m = P, avec la porlion du plan xOz exté- 
rieure aux branches FK, F'K' de l'hyperbole qui a pour 
équations 

y = et 2 ^ "a = ^ • 

Lorsque u surpasse très-peu p, Thyperboloïde à deux 
nappes, arrivé à cette limite, se réduit à la portion du 
plan xQ% qui est intérieure à cette hyperbole FK, F'K'. 

588. Enfin, quand u devient égal à a^ Thyperbo- 
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loïtlc à deux nappes se cdnfond avecle plan zOy, mais 
l'équation 






représente une ligne imaginaire. 

Cependant observons que l'ellipse CBC, située dans ce 
plan des zy^ a ses foyers G et G' sur l'ellipse IIH', limite 
située dans le plan des xy. 

Ces deux courbes limites, l'ellipse HGH' et l'hyper- 
bole FKF', l'une dans le plan xOt/, l'autre dans le plan 
xOzy s'appellent les coniques focales de l'ellipsoïde, et, 
en général, de chacune des surfaces homofocales. 

Ces courbes jouissent en effet de propriétés analogues 
à celles des foyers dans les courbes du second degré. 



II. PBOPRIÉTÉS DES COIVIQCES FOCAJLES 

589. Entre toutes ces surfaces homofocales , considé- 
rons le cône comme cas particulier; dons cette circon- 
stance, les câniques focales se réduisent aux lignes focales 
du cône. 

Pour arriver au cône comme cas particulier, nous 
prendrons comme point de départ un hyperboloïde à une 
nappe au lieu d'un ellipsoïde, c'est-à-dire que nous 
écrirons 

Alors pour la première limite 

U=y=-C^ (§586) 

on a l'ellipse représentée par 
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de môme, la seconde limite 

« = p = 6» 
donne (§ 587) l'hyperbole qui a pour équations 



Maintenant si Ton pose, comme au g 580, 

fl = Ac, b = BCt 

on a, pour les focales 



9 y% 



*' . r j 



et 

X* s' _ ^ 

ce qui, pour c = 0, donne les limites suivantes rela- 
tives au cône 

A«-fl^B« + l / 

et 

x^ A« - D« 



".* 



B*-f 1 



Ainsi l'ellipse focale se réduit au sommet du cône et 
riiyperbole focale n'est autre chose que l'ensemble des 
focales du cône. 

590. Revenons aux coniques focales en général et 
à leurs équations trouvées précédemment. Nous pou- 
vons les définir Tune par rapport à l'autre, et indépen- 
damment des surfaces homofocales, en disant que cette 
ellipse et cette hyperbole sont concentriques et situées dans 
des plans rectangulaires^ de telle sorte que les foyers de Vune 
sont les sommets de Vautre. 
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En effef, ces équations étant 



ot 



ou bien 



et 



'" 1 




-1 


1 
a — y 


> 1 


X* 


«1 


i. 


a-^ 


^-v 




B* 




A'« 


B'« ' 





on aura 



OF = A* - B« = (« — y) — (]3 — y) = a — ^ = A'« : 



ainsi F, foyer de Tëllipse^ est le sommet de l'hy- 
perbole. 
De même 

ÔH* = A'«-f B'«=« — ^4-p — y = a — y = A«: 

ainsi H, foyer de Flfyperbole, est un sommet de l'el- 
lipse. On a donc, en ajoutant les égalités A* — 8*= A'* 
^ et A'* -f- Ë'* = A% l'autre égalité 

B'«=B» 

et l'équation 

X* "* 






A* — B« B« 

de l'hyperbole. 

591. Cela posé, on peut démontrer que chacune de ces 
courbes est le lieu des foyers de Vautre. 

Ce théorème suppose que les foyers soient définis 
comme d'ordinaire de la manière suivante : 

On foyer d'une courbe est un foint tef, que sa dis- 
tance à un point quelconque de la courbe s^exprime 
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en fonction rationnelle des coordonnées de ce point de la 
courbe. 

Cherchons donc dans l'espace les foyers de Tellipse, qui 
est représentée par 

.= et ^-^4-^.= !. 

Les coordonnées du foyer sont x', y', z'; mais la 
courbe, lieu géométrique des foyers, étant évidemment 
symétrique relativement au plan des xy, doit être dans 
le plan des zx ou dans celui des zy : or elle a déjà deux 
plans F et F' dans le plan des &r, donc elle est tout 
entière dans ce plan, et j/'= 0. 
On aura donc 

comme 
il vient 

S*= a;« A — ?! ) — 2xx'-{-.x<* -h 3'«-f B«, 

ou bien 

A«-B^j AV " AVx^.f.^+B») l 

D'après la définition du foyer, cette expression doit 
être identifiée avec 

A« — B»/ k*x' V 

Par conséquent 

^ "^ =a:^-|-a'«-f B«, 



A* — B« 

d'où 



x'* "'* 



Aï^-Tg» "" B« ~" * 

c'esl Téquation de Thyperbole focale. 
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Réciproquement, on verrait que l'ellipse est le lieu des 
foyers de l'hyperbole. 

592. Ainsi la distance d'an point de l'ellipse à un 
point quelconque de l'hypei^bole, pris pour foyer, a pour 
carré 

Ici 

X est l'abscisse du point donné sur Tellipsc el x' celle du 
point choisi sur l'hyperbole. 

Par conséquent, cette dislance est dans le rapport 
constant m avec la distance de ce même point au plan 
qui a pour équation ^ 

x' 

m* 

OU plutôt (afin de rester dans le plan de l'ellipse) avec 
la distance de ce point de l'ellipse à la parallèle à Oj/, 
représentée par 

_ x' 

"^^^^ 
dans le plan des xy. 
Si 



a:' = 0F = VA* — B», 

on retrouve, comme cela doit être, la directrice ordi- 
naire de l'ellipse, correspondante à ce foyer F. En effet, 
comme 

, A« — B« 

on a alors 
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On obtiendrait de même les directrices de Thyper- 
bole en prenant pour foyer* un point quelconque de 
r ellipse. 

593. On peut poser 
puisque A > B ; donc 



^ 



Mais comme une distance (elle que 8 est positive absolue, 
il faut choisir le signe de manière que cette condition soit 
toujours Vemplie. 

L'abscisse x' étant celle d'un point de Thyperbole, on a 
numériquement x'> C, puisque 0F= G; donc 

— >A 

au point de vue numérique. Si donc nous supposons 
x'> 0, il faudra écrire 



car aï < A, donc 



^=Ë^-i^' 



?.<c. 



. Au contraire, si a;'<0, il faut évidemment poser 

A G 

pour que Ton ait 5' > 0. 

Soient donc 8 et S' les deux distances qui correspon- 
dent à un même point de l'ellipse et à deux valeurs de x' 
égales et de signes contraires, nous aurons, comme ci- 
dessus, pour a;' >0, 

. A , G ' 
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ensuite x' étant négatif, il faudra en changer le signe 
pour avoir la valeur absolye 



donc 



^A ' 






Pour a;'=C, on retrouve les deux foyers de l'ellipse 

avec la relation 

^-h^'=:2A. 

Mais, dans l'espace, puisque les deux valeurs de x' 
sont égales et de signe contraire, on a le théorème 
suivant : 

Si Von joint un point de Vellipse aux extrémités d'un 
diamètre transverse de PhypeiMe^ la somme de ces deux 
lignes est constante; c'est-à-dire indépendante du point de 
Tellipse ; mais elle dépend de la position du diamètre de 
l'hyperbole. 

594. On aura de même cet autre théorème : 

Si l'on joint un point de lliyperbole aux extrémités d'un 
diamètre de Vellipse^ la différence de ces rayons vecteurs 
est constante. 

595. On peut même généraliser ce qui précède en con- 
sidérant la somme ou la différence des distances qu^on ob- 
tient en joignant un point variable de Vune des coniques fo- 
cales à deux points fixes pris sur Vautre. 

On a d'abord les théorèmes suivants : 

V La somme des distances d'un point variable de Tel- 
lipse à deux points fixes, pris chacun sur une branche de 
VhyperbolCj est constante. 
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En effet, nous avons \u que la branche des abscisses 
positives donnait 



* A , c ' 

^ = c^-Â^- ' 

I 

Prenons sur Vautre branche un point dont Tabscisse né- 
gative ait la valeur absolue x", nous savons aussi que 
l'on a 

donc 

5 + 5"=^ (a;' -fa;'), 

quantité indépendante de l'abscisse x du point de Tel- 
lipse. 

2° La différence des distances d'un point variable de 
l'ellipse à deux points fixes pris sur la même branche de 
rhi/p^rfcoi^ est constante. 

En effet, si les deux abscisses de Thyperbole sont, par 
exemple, positives, on aura 



donc 



$=:-af^-x et $''=r^x' -- ~x ; 



S--S'' — ^{x' — af), 



Considérons, au contraire, l'ellipse comme le lieu des 
foyers de l'hyperbole ; nous pouvons toujours supposer 
le point variable de Thyperbole situé sur la partie posi- 
tive ; alors nous avons la formule 






Ici X est relatif à l'hyperbole et x' à l'ellipse. Un autre 
point de l'ellipse donne de même 
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donc 

quantité indépendante de x. On a donc le théorème 
unique. 

3* La différence des distances d'un point variable de 
rhyperbole à deux points fixes de Tellipse est constante. 



III. RELATIONS EIHTIIE LES SURFACES HOMOFOCALES 

596. Pai' chaque point de V espace on peut faire passer 
trois surfaces du second degré homofocales à un eïlipsoide 
donné. 

Soit 

« ^ 7 

réquation de cet ellipsoïde (ou, en général, de cette sur- 
face dans laquelle a> p > y), et soient a/, y\ z' les coor- 
données du point quelconque de Tespace. 
On a pour équation de condition 



a — tt ^ — u y — M 

et u est la seule inconnue, qui s'obtiendra par une équa- 
tion du troisième degré. 
En chassant les dénominateurs, on obtient 

u = (a — u) (i3 — u) (v — u) — a:'« (^ — u) (y — «) — 1/'« (a — n) [y — u) 

Pour II = il reste 

'-^(■-?-f-?). 
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quantité qui est positive si* le point donné est' intérieur 
à Tellipsoïde, et négative s'il est extérieur. 

Supposons d*abord ce point intérieur, d'où U > ; 
puis posons tt = Y , il reste 

U=-5'«(«-y)(^-7)<0; 

donc il y a une racine comprise entre et y» et, comme 
alors V — w > ^ on obtient un ellipsoïde. 
Ensuite, si m = p , on a 

puisque y — P < ; on a donc aussi une racine comprise 
entre y et p ; alors a — u et p — u sont positifs , mais 
Y — M < ; on a donc un hyperboloide à une nappe. 
Enfin M = a donne 

U = -x'»(^-«)(y-«)<0; 

donc la troisième racine est comprise entre p et a, et, 
comme alors P — w < , elle donne un htjperboloide à 
deux nappes. 

597. 11 reste à examiner le^cas où le point donné est 
extérieur à Tellipsoïde donné. Ici u = et u = y don- 
nent U < ; mais il y a une racine négative, car le terme 
de plus haute puissance de U est — u^ ; par conséquent 
M =: — D donne U > 0. Ainsi, u étant cette racine néga- 
tive, a — tt, p — u et Y — w sont positifs, et Ton a un 
ellipsoïde. Quant aux deux hyperboloïdes, on a trouvé 
qu'ils sont donnés par les racines comprises entre y et p, 
P et a. • 

598. Deux surfaces homo focales d*espèce différente se 
coupent à angle droit (c'est-à-dire que, si d'un point com- 
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mun à ces surfaces on mène la normale à chacune d'elles, 
ces normales font un angle droit). 
En effet, soient 

4---=^ j =1 et ' [---^ — -; = 1 



les équations de ces deux surfaces homofocales à la sur- 
face donnée : x\ j/', »' étant les coordonnées d'un point 
commun à ces deux surfaces (même en dehors du point 
donné comme étant'commun aux trois surfaces homofo- 
cales), on peut retrancher ces équations. Or 

1 1 u^v 



a — U K — y (a — h) (« — v) ' 

par conséquent on aura 

a^* y^ z'* 

Mais les équations des plans tangents à ces surfaces en ce 
point commun sont 

^^' yy' 3-' ft . XX' , yy' , îi' J 

-f -2îi- 4 . =0 et 'f -f^— H = 1 ; 

ce — u p — u •/ — u X — V ]3 — V V — V 

donc la relation écrite ci-dessus n'est autre chose que 
Texpression qui égale à zéro le cosinus de l'angle de ces 
deux plans. 

"599. Cela revient à dire que le plan tangent à lune des 
surfaces contient la normale à Vautre. 

Il en*résulte aussi que, par le point commun aux trois 
surfaces homofocales à un ellipsoïde donné (§ 596) , si Von 
mène le plan tangent à Vune de ces surfaces^ ce plan sera 
celui des normales aux deux autres surfaces» 



SURFACES HOMOFOCALES. 399 

On en conclut encore que la normale à Tune des trois 
surfaces est l'intersection des plans tangents aux deux 
autres, ce qui revient au théorème suivant : 

La normale à une des trois surfaces est tangente à /'m- 
tersection des deux a/utres. 

Enfin on observe que les normales en ce point commun 
forment un angle trièdre tri-rectangle. 

600. V intersection de deux surfaces homo focales est une 
ligne de courbure de chacune d'elles. 

En effet, soient x', t/', 2' les coordonnées d'un point 
commun, on aura les relations 

ce qui donnera, comme au § 598, 

x'* î/'* î'* 

-fT7~ ^-^1^ ^=^^ 



a(a — m) ^1^ — «j V(V — w) 

Le plan tangent en ce point à la première surface ayant 
pour équation 

î:^ + ?(l^'4- — = 1, 

a f» V ' 

les équations de la normale en ce point seront 

X' "y' 3' » 

en les mettant sous la forme 

xz=^m% + Pi y — nz-\-qi 

on aura 

yx' a;^(«-y) ^, „ __ Vf _ _ y^(^-v) 
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De même la normale au point infiniment voisin, dont 
les coordonnées sont x' + dx\ y' -+- dy' , z' + d%'^ donnera 



^ 



et 









Si l'intersection est une ligne de courbure, ces deux 
normales sont dans un même plan, ce qui s'exprime par 
la condition 

p* — p m' — m 

4/' — q n' — n * 

dx' 
On devra avoir par conséquent, en posant -T-7 = X 



dz' 



4 dy' 



z'/ — x* X[cL — y) 



ce qui revient à la condition 

Maintenant, diffcrentiant les deux relations qui con- 
tiennent sf, y', 2', on obtient 

^iL\fV- = o et -2^^/yL + ^ = o, 

a^V a — u'^ — M'y — M 

% car le plan tangent à la seconde surface aura pour 
équation 

xx* , mm' , as' - 
\.-d^—-\ = 0; 

a — ttp— My — u 

rélimination donne les valeurs symétriques 

. _ gt^t^ — y)[a — «) ^ fi^' (g — y) — »] 

^ - yx' (« - ^) (y - tt) ' '^ y2^'(^ - a) (y - «) • 



SURFACES HOMOFOGALES. 401 

En les subsliluanl dans la condition prccëdento et rédui- 
sant, on a comme ci-dessus (§ 600) 

équation que nous avons déjà reconnue exacte. 
Ainsi la condition est véiifiée ainsi que le théorème. 



I¥. POINTS COBBESPONDANTS 

601 . Nous avons vu (g 599) que la normale à une dos 
(rois surfaces homofocales qui passent par un point 
donné est tangente à rinlerscclion des deux autres. 
Considérons, par exemple, Pinlerseclion des deux hyper- 
boloïdcs : la'tangenle à celte ligne sera normale à l'ellip- 
soïde. (On dit qu'une ligne est normale à une surface, 
lorsque la tangcnle à celte ligne au point de rencontre 
est normale 5 cette surface.) 

Mais par tous les points de cette intersection on peut 
imaginer de naême un ellipsoïde homofocal aux hypcrbo- 
loïdes et, par conséquent, au premier ellipsoïde. L'obser- 
vation précédente étant vraie pour loule celte série, on a 
le théorème suivant : 

. Vintersection de deux hyperboloides homofocaux d'espèce 
différente est une courbe 7iormale aux ellipsoïdes homo- 
focaux. 

On appelle points correspondants sur ces ellipsoïdes 
ceux où ils sont percés par rinlersection de ces hyperbo- 
loides. 

En général, ce mot s'applique aux points où une série 
de surfaces Iiomofocales de même espèce est percée par 

GÉOM. ANAL. B. ET H. 2G 
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rinlersection de deux surfaces homofocales des deux au- 
tres espèces. 

602. Les carrés des coordonnées de deux points corres- 
pondants sont entre eux respectivement comme ceux des 
axes des deux surfaces auxquelles ces coordonnées sont pa- 
rallèles. 

En indiquant par u^vclw les racines de l'équation 
du g 506^ nous aurons 

» 

♦/t I//1 ^/S jr/i f.^ -/2 

a — tt |3 — u y — tt ' «— t? ^ — » V — » 

et 

x'* «'* a'' 

a — W ^ — W y — W 

t 

relations où x\ y\ ^ sont les coordonnées du point com- 
mun aux trois surfaces. On en conclut, par l'élimination, 

^ («-.t<)(g — r}(fle — II?) 

De même 



Dans une de ces expressions, telle que ^", on peut faire 
varier la quantité m, que nous supposerons, pour fixer les 
idées, correspondre aux ellipsoïdes. On obtiendra ainsi 
une série de points correspondants j car, t; et m^ ne variant 
pas, tous ces points sont sur Tintersection des d.eux 
mêmes hyperboloïdes homofocaux d*espèce différente. 

En môme temps, puisque v etU) sont constants, a?" va- 
rie proportionnellement à a — «, c'est-à-dire au carré de 
l'axe des x. 



605. 



= ri 
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on a, pour deux points correspondants, 
d'où 

a — M a — tt| Mj — u * 

comme on le \oit en éliminant a entre les deux valeurs 
der. 
Or _ 

donc 

Mais comme 
on a aussi 



et comme 



a/* ?/'• 3'* 



a — u ^ — u y— « 

il reste 

Ainsi /a différence des carrés des distances du centre à 
deux points correspondants sur deux ellipsoïdes homofo- 
eaux est constante et égale a la différence des carrés des 
demi-axes, 

604. Soient U et îi deux jwints d'un des ellipsoïdes ho* 
mofocauxy M^ et N^ leurs conespondants sur un autre ellip- 
solde / on a MN^ = M^N* * 

En effet 

d'où 
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On aura de môme 

En retranchant, on a d*abord 

(USi* — ÔM') — (On;*— us*) = , 

puisque nous venons de trouver u^ — u pour expression 
de ces deux différences. Ensuite la valeur de r (g 603) 
donne 

donc 

* V * — " 

De môme 



V « — « 



^ • • 



ainsi x^x^" = x^x^\ U en sera de môme pour les termes 
en y et en 2S ; donc MN\ = M^N . 

605. Le rayon central OM de la surface u et les paral- 
lèles menées du centre aux normales des deux surfaces ho- 
ma focales y et w, qui passent au^si en M, forment un sys^ 
tème de diamètres conjugués de la surface u. 

Remarquons d'abord que le plan tangent en M à celte 
surface u esl naturellement conjugué de OM ; on sait aussi 
(§599) que ce plan tangent contient les normales en M 
aux surfaces v et w. 

Il resle donc à voir si les directions de ces normales, 
que l'on peut supposer transportées au centre, sont con- 
juguées relativement à la surface u. 

Pour cela il suffira de vérifier l'équation connue 

Afla'-f A'W-fA"cc'==0, 
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dans laquelle 

1 1 i 



Dû reste, comme l'équation du plan tangent en M à la sur- 
face V esi . 






XX' vv' 



on a pour les normales, 



x' . y* s' 

a — V p — V y — V 



de même 



«' = -^, «.'=:r^, c = 



•/ 



« — W p — W y — W 

Donc 

Aflfl'-f Bt6'4-Ccc'=î n r, î + Ts rrr^ 



(a — «) (a — r) (a — ttJ) 0^ "" w) (^ — v) (/5 — W^ 

(y— w)(y— vKy— t*')' 



Mais (§602) 

x'* A 



(a — I4)(a — l>)(a — 10) (« — P)(« — y) 

Ainsi 



» etc. 



1 1 1 

606. Il en résulte que /a section de la première sur- 
face par tin plan parallèle à tm plan tangent aura ses 
axes principaux parallèles aux normales des autres surfa- 
ces anpoint de contact. 

Cela lient à ce que ces normales sont ù angle droit 
(8598). 
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V. CONES CIBCOKSCBITS AVX SUBF ACES nonOFOCALES 

« • - • 

607. Les axes prindpaux d'un cône circomerit à 
une surface du second degré coïncident avec les nor- 
males menées par le sommet du cône aux trois sur- 
faces homofocales à la proposée^ et qui passent par ce 
sommet. 

Soit 

X* M* 2* 

Téquation de la surface donnée et x^, j/^» h ^^^ ^^^' 
données du sommet. On sait que l'équation du cône cir- 
conscrit, en posant (§ 192) 

est 

Dans cette équation, soient A, A', A" et 2B, 2B', 2B' 
les coefficients des carrés et des rectangles, qui sont les 
mêmes que si Torigine était au sommet, on aura 

'=U'-¥> '■=?(''•-¥)■ '-U^'-ï). 

et 

Py ' ay ' a3 

Soit [A et V les coefficients angulaires d'un des axes 
principaux du cône. On sait que 

__ B^ (S — A'') + BD^ _ B^S — A^)4-BD^ 

^ — B[S — A)+B'B" *• — B' (S — A') +BP*' 



et 
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Remplaçant les coefficients par leurs valeurs, on aura 

''"-ol/b-S») . //b ■\ 

D*un autre côlé, le plan tangent mené h Tune des 
trois surfaces à ce sommet qui leur est commun a pour 
équation 

donc les équations de la normale en ce point sont 
I, 

(g— aî»)(«— ti) _ fy — yo)(/9-tt) __ (s— go)(y— iQ 
^0 Vo -0 ' 

et on peut les mettre sous la forme 

Donc, pour que Ton ait, comme l'exige le théorèrâo, 

m =s ju, n = Vf 

il faut et il suffit que l'on ait 



ou bien 



s 



s =6. 

u 



60i8. Ainsi l'équation en S doit donner, l'équation en u 
quand on y fait * 



u 



/ 
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Or on obtient Téquation en S en substituant les valeurs 
précédentes de |a et v dans Téquation 

s — A»— /iB'— vB = 0. (§ 136) 

On a alors 

f g^ 

Divisant tout par '-2 — —, il reste 



V . yo* V _i 

«{/b-s«)'^^(^-sp)"^v(^-sv)-'• 

Posant S = ^, on a 
u 



«*o' , «yo" j «5, 



V _ 



résultat qui doit être identique avec l'équation en u que 
nous avons trouvée au § 596. 

609. Ce résultat devient 

-/o«^y(«-«)(w-is)(tt-y)=0. 
En développant, il vient 

-«MV(^y'+yi5«) + yo»(«y*+ya*)4-VW'+i3«*)-/o«15y(«+^+y)j 
-h « jV^*y'4-yo'«*y* + 3o*«»^«-/i«py (y^ + «7 4-ap)} 

A cause de la valeur de /i, qui est 



V . yo* 



-^A 



+ -^^+^ = 4, 



« ? y 

le coefficient de u* se réduit à aPy- 
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Divisant toute l'équation par a^Y, le coefficient de u^ 
reste égal à Funité et celui de w* devient 

/i(«-i- ^4->) -^* (y + p) - ¥ f^' + « :- t(« +^)» 

a p V 

ce qui revient à 
Le coefficient de u divisé par a0Y donne, à cause de 

l'expression 

il devient donc 

Enfin, le terme lout connu se réduit à /i-aPy. 

610. U reste à développer l'équation en u du 
§ 596 et à la comparer avec celle que nous venons 
d'obtenir. 

Nous avons vu alors que cette équation, déduite de 'la 
relation de condition 

a — u ' ^ — u y — u 

devient 

(«-a)(M — ?)("— y) + V(w— P)(«~yl4-î/o'(w — «)(w — y) 

ce qui revient à 

us-h «'(aro'-f-yo'+ V— « — P y) 
+ w|a^ + «y + py-aro'(^+y)— yo'(«4-y)— 3o'(«+p)} + «PyA=0. 

Alors on reconnaît l'identité avec l'équation du para- 
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graphe précédent, ce qui démontre le théorème énonce 
au § 607, 

611. Les cônes de mime sommet circonseiits à des sur- 
faces hamofocales ont les mêmes lignes focales. — Dans 
le théorème précédent, si la surface inscrite au cône 
varie de manière à rester toujours homofocale à elle- 
même, les trois surfaces homofocales que Ton ima- 
gine passant par le sommet du cône resteront les 
mêmes. Par conséquent, les normales en ce point à ces 
surfaces, c'est-à-dire les axes principaux du cône, ne 
varieront pas : nous pourrons donc les prendre pour 
axes ides coordonnées. 

Avant ce changement de coordonnées, Téquation d'une 
surface inscrite était 

a ^ y 

et celle dune des surfaces homofocales passant au som- 
met était 



a — U ^ — wy— M 
« 

en y joignant la condition 

«— w'^ — «y— tt 

Alors, d'après le paragraphe précédent, nous ^vons 
^ = f/S, S étant Tinconnue de Téquation du troisième 
degré qui détermine les axes principaux du cône. 

Donc, comme on le sait, Téquation du cône rapporté 
h ces axes principaux sera 

où X, Y, Z représentent des fonctions du premier degré 



t 
I 
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en Xj y Qlz : ici, comme il s'agit d un cdne, S^ et S^ sont 
positifs et Sj négatif. 

Mais, comme. ^=1/8, cette équation se niel sous la 
forme 

vi Y» 7i 
U V w 

9 

» 

612. Actuellement, si Ton fait varier d'une quan- 
tité 8 les coefficients a, p, y de la surface inscrite, 
Téqualion de cette surface, rapportée à son centre, 
sera 

seulement 8 doit être telle, que cette surface soit homofo- 
cale à elle-mômc. 

On reconnaîtra qu'il en est ainsi lorsque, pour les 
surfaces homorocalcs passant au sommet donné, les 
racines de l'équation en u varient aussi de cette quan- 
tité ^8; alors, en effet, les surfaces de chaque système, 
avant -et après la variation, seront homofocales, non- 
seulement entre elles, mais à celles de l'aulre sys- 
tème. 

Au lieu de 

X* V* Z' 

u v] w 

fe 

on ccrira,'pour équation du cône circonscrit, 

ici nous écrivons Xp Y^^ Z^ parce que ces quantités 
contiennent 

r 
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Du reste, a, g, y augmentant de 8, on voit que «, v, io 
diminuent de la môme quantité. 

Il en résulte que, si nous cherchons les focales du 
cône, la quantité 

est déterminée, dans le premier système, par 
d'où 

g'— l»* _ u — y . 

dans le second système, par 

il est clair que le resullat est le môme, c'est-à- 
dire que 

fl* — b* u — V 

__ ;_ ^a y 

6*-f-C* V — w 

ce qui démontre le théorème. 

613. Les focales des cônes de même sommet circon- 
scrits à une séiîe de surfaces homo focales sont situées sur 
rhypei'bololde à une nappe homofocal qui passe par le 
sommet. 

Faisons passer par un point près du sommet M un 
hyperboloïde à une nappe homofocal aux surfaces indi- 
quées. Ce poiilt M étant très-voisin de l'hyperboloïde, 
on peut toujours admeltre qu'il soit extérieur à son 
cône asymptole : donc, comme on Ta vu (g 272), le plan 
de contact du cône circonscrit de sommet M coupera la 
surface suivant une hyperbole. Ce cône circonscrit sV 
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platit à mesure que Thyperboloîde s'approche davan* 
tage du point M et, à la limite, il se réduit au plan tan- 
gent en H, tandis que la courbe de contact se réduit 
aux deux génératrices communes à ce plan et à la sur- 
face. Il faut même dire que ce cône se réduit à la por- 
tion du plan tangent comprise dans les deux angles 
opposés au sommet formés par les génératrices. Il 
restô à voir que ces génératrices sont les limites des 
focales. 
En général, dans l'équation 

d'un cône, si Ton suppose ft = 0, il en résulte y=0, 
c'est-à-dire que le cône aplati se réduit, pour cette 
limite, au plan des xz. Quant aux lignes de ce plan qui 
terminent ce cône aplati, observons que la base ellip- 
tique se réduit alors à la droite a^a\ (lig. 58), en pre- 
nant Oc = c, ca^ = a. Ainsi, dans celte circonstance, 
,lcs lignes Oa^, Oa'p qui servent de limites, ont pour 
équations . 

M=:0 Cl X=:zt.Z-* 

Or si, dans Fcquàtion ; 

f. 

on pose ft = 0, il reste 

X ,a 

donc fcs droiles qui terminent ce cône limite sont elles- 
mêmes les limites des focales. 

Or, d'après le théorème précédent, les focales, étant 
les mômes pour les cônes circonscrits de sommet M, ne 
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changent pas pour le cône limite; on voit alors qu'elles 
sont sur Ihyperboloîde indiqué. 

614. Le lieu des sommets des cônes de révohiiton cir- 
conscrits à un ellipsoïde est la focale hyperbolique de cet 
ellipsoïde. 

Nous avons trouvé (§ 607) pour coefficienls des ter- 
mes du second degré dans réquation de ce cône cir- 
conscrit, 

4 __ /ô 'o* A' — /ô Vo* itt __ /o *0* 

et aussi 

Il s'agit de considérer le cas où ce cône est de révolution. 
Les conditions ordinaires 

B'B* 13B* BB' 

conduiraient ici à l'absurdité /J, = 0. 11 faut donc que 
deux des coefficients B, B', B" soient nuls, c'cst-à- • 
dire qu'une des coordonnées x^^ y^y z^ soit nulle elle- 
même (g 510). 

Nous poserons j/^=0, sauf la vérification consistant à 
obtenir un résultat réel. 

Alors il reste 

BinO» B* = 

« 
et la condition symétrique de la rc\olution se réduit à 

(A ^ AO (A> — A") H- B'» = 0. 

Faisant les calculs et réduisatit, on arrive h 
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équation d'une hyperbole puisque a>P el P>y par 
hypothèse. Du reste, d'est l'hyperbole focale indiquée 
(g 587); ainsi le théorème est démontré. 



¥1. PARABOLOIDES HOnOFOCAtX 

615. Nous considérerons, pour fixer les idées, lellip- 
soide de la figure 39 et nous imaginerons qu'il se trans- 
forme en un paraboloîde elliplique ayant pour commet C 
et pour axedfamétral l'axe des 2, f/C. 

Bans cette transformation, les sections elliptiques 
C'A et C'B de la figure 39 deviennent des paraboles 
dont les foyers f et /' sont sur l'axe des z; nous pren- 
drons pour origine le milieu S de leur dislance. Alors, 
comme les équations de ces paraboles, rapportées d'abord 
à leur sommet, étaient 

dans leur plan respectif, on sait que 

CY=^, cr=J' 
d'où 

pour ramener Téqualion à l'origine S, après l'avoir pri- 

mitivement à rprigineC, il faut changer % en z — ^ .' 

(le lecleur est prié de faire la figure)* 
Maintenant, la distance 

/•'s = s/-=?^^ 
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étant seule donnée, nous poserons 

ce qui permettra d'écrire 

Alors 

cl l'équation ramenée en S sera 



• 1^ 



m -^9 m — 



-f-m. 



Celte équation, facile à déduire de l'équation ordinaire 
des paraboloîdos, représente ainsi les paraboloîdcs homo- 
focaux, elliptiques ou hyperboliques. Ici h est constant 
et m variable suivant les surfaces. 

616. Dans cette équation, c étant positif, si m = 0, on 
a un paraboloîde hyperbolique dont les sections paral- 
lèles au p'an àesxy sont des hyperboles ôquilalères. 

Si m augmente jusqu'à 5, on a , dans cet intervalle, 
puisque m — S<0, d'autres paraboloîdcs hyperboliques, 
mais qui n'ont plus de sections équilatéres. 

Si m = 8, on a nécessairement î/=0, c'est-à-dire que 
la surface se réduit au plan des zx. 

Au contraire, si m <0 jusqu'à — o, on a encore des 
paraboloîdcs hyperboliques qui ne diffèrent des précé- 
dents que par le signe de %. Enfin, pour m= — 8, on 
trouve X = 0, et la surface revient au plan des %y. 

Mais, pour avoir des paraboloîdcs elliptiques, il faut 
avoir m > S ou bien < m < — S : seulement les con- 
vexités sont tournées en sens contraire dans ces deux 
circonstances. 
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617. Les propriétés des surfaces homofocales à centre 
s'étendent, quand il y a lieu, aux paraboloïdes homofo- 
eaux qui n'en sont que des cas particuliers. 

Par exemple, deux parabolvides homo focaux se cou- 
pent à angle droit. Cela se démontre directement pour 
deux valeurs m et m', par le calcul déjà employé au 
§ 598. Ici il faut observer que l'on considère comme 
d'espèces différentes deux paraboloïdes elliptiques dont 
les convexités sont, ainsi que nous lavons dit, tournées 
en sens inverse. 



¥11. COORDONNÉES ELLIPTIQUES 

618. Nous indiquerons seulement cette notation qui 
tient au théorème du § 600, ainsi conçu : 

Vinier section de deux surfaces homofocales est une ligne 
de courbure de chacune d'elles. 

Cela posé, on reconnaît que les deux lignes lie cour- 
bure menées sur un ellipsoïde par un point donné de 
cette surface sont les intersections de Tellipsoïde par les 
deux hyperboloïdes homofocaux et d'espèce différente qui 
passent à ce point. 

Soient donc [x et v les plus grands demi-axes de ces 
hyperboloïdes, on pourra regarder ces quantités tou- 
jours réelles jx et v comme les coordonnées d'un point 
de l'ellipsoïde. Ainsi une courbe quelconque tracée sur 
cet ellipsoïde aura une équation de la forme 

/•(/., v)=0. 

Pour différents points de l'une de ces lignes de cour- 

OéOM. ANAL. B. ET H. 27 
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bure, Tune des quantités (jl et v sera constante, d'après 
la définition, puisqu*elle sera relative à l'un des hyper- 
boloïdes. On indique par r la distance du centre à un 
point de Tellipsoîde. 

Cette notation est employée dans plusieurs beaux tra- 
vaux de H. Chastes, et d'autres géomètres ; mais le seul 
énoncé de ces travaux nous ferait sortir des bornes de cet 
ouvrage. 



FIN 
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Page 8, ligne 21, au lieu de: — =r = 6, lisez : — =r^t= S. 

Page 15, à la un de la ligne 7, au lieu de : AD' — DÂ = 0, Muez : 

AD'— DA' = 0. 

« jn !• Mt »• 1 A. cl/ — cl/ ,. A c6' — bc* 

Page 17, ligne 14, au heu de: - = — ; -, Itsez : - = . 

° ® B aC — ca' B ac'^-ca' 

Même page, ligne 4 en remontant, au lieu de : 

A(a:j — wUi — p) + B(yj — araii — ^)=0, 
/»e3 : 

A (a:i — msi — ;?) -h B (t/j— n%^ — </) = 0. 

Page 26, ligne 11, au lieu de : une droite donnée , lisez : un plan 
donné. 

Page 39, ligne 8 en remontant, au lieu de : x^ = -^ — ^ ii-, 

Page 5i, ligne 4 en remontant, au lieu de : ON' = i/', lisez : Vl\'=y\ 
Page 64, ligne 8 en remontant, au lieu de : tt {x, t/, *), Usez : 7r(r,?/, z]. 
Page 97, ligne 9 en remontant, au lieu de : x*-{'y^ = z*, lisez : 

a;* + 2/2 = r*. 
Page 98, ligne 8 en remontant, au lieu de : a' D «'=..., lise:^ : 

X'ï)jif -i- .... 

Page 100, ligne 13, après ces mots : c'est l'équation du cône cherché, 

X ti 

ajoutez : En effet, remplaçant « par - et ^ par -, on a 

di Z 

(a:«+2/*+ -*) (a:,«H- I/i^+s/ r«)= {xx^-{-yy^ + zz^)\ 

t'tOM. ANAL. B. ET H. 28 
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Page lOi, ligne 13, au lieu de: ap-^^q — 1, lisez : a/? -f- ^ç = 1. 
Page 107, ligne 6, au lieu de : surfaces parallèles, lisez : surfaces par des 
pians parallèles. 

Page 109, ligne 9 en remontant, au lieu cf^; y= -^^, lise^ : y=i^-^, 

Page 110, ligne 1, au lieu de : l'axe des xy, lisez : Taxe des x. 
Page 113, ligne 14, au lieu de : K" = <y (A.V — B'«) 4- . . , lisez : 

Page 123, lignes 4, 5, 6 : en avant des termes de ces lignes supprimei ic 

coefficient 2. 
Page 130, ligne 10 en remontant, au lieu de : 

m 

s(à''3i4- Byt+ B' 34 4-0")+ . . ., 
lisez: 

z[k''%i -+- Byi + B'aîi -+-€") + ... 

Page 133, ligne 8 en remontant, au lieu de : - 

Ajui«-4- A'v«4-A»4- 2B«+2B/t4- 2BV+ ^= <^' 

lisez: 

Aa»+A'v«+ A'' + 2By-+- 2B'/*+2B''v/i-4- ^ = 0. 

Page 138, ligne 6, dans le dénominateur de la valeur de v, au lieu de : i", 

lisez : B*. 
Page 143, ligne 7, au lieu de : g 42, lisez : g 204. 
Page 147, ligne 12 en remontant, au lieu de: que, lisez : où. 
Page 153, ligne 2 en remontant, au lieu de: mobile, lisez : fixe. 
Page 154, ligne 5, au lieu de : OB', lisez : O'B'. 
Page 161, ligne 9 en remontant, au lieu de : ^, lisez : z. 
Page 176, ligne 6, au lieu de : OA' et OB', lisez : O'A' et O'B'. 
Page 177, ligne 5 en remontant, au lieu de: =1, lisez: =0. 

Page 180, ligne 5, au lieu de:z^ s/TT^, lisez ; - = V'. • • 

Page 193, ligne 12, au lieu de : oésératiohs, lisez : cékératrices. 

Page 194, ligne 2, au lieu rfc: ? — . . . > lisez : ^ = • • • 

Page 195, ligne 17, au lieu de : % 28, Iviez : g 281» 

Page 203, au milieu delà courbe supérieure ajoutez la lettre C. 

1 z* 

Page 209, ligne 7, au lieu de : = ^ » Usez ** = ^« 

Page 220, ligne C en remontant, au lieu de s c*<a« + 6«-f c«, Usez 

Page 225, ligne 11 en remontant, au lieu de : Ok'j Usez : x^^lpzk 
Page 257, ligne 2 en remontant, au lieu de: s'** lisez : «'*. 
Page 239, ligne 4 en remontant, au lieu de : Taxe, lisez : l'arc. 
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Page 244, ligne 6, au lieu rfc: ~ — -, =2Z, lisez: ^ — ^, =2Z. 



Page 243, ligne 4 en remontant, supprimez ces mois : de la parabole. 

Page 247, ligne 15, au lieu de : § 354, lisez : § 364. 

Page 253, ligne 10, au lieu de : Azy=(x-\- y)- — (3 — y)*, lisez : 

« • 

45y=(3 + j/)« — (3 — î/)«. 
Page 379, dans la figure 41 , intervertissez les lettres x et y. 

Page 380, ligne 8, au lieu de:yi = -, lisez : >7 = -. 

z z 

Page 381, ligne 6, au lieu de:-^, lisez : ^. 

Page 386, ligne 1, au lieu rfc: î-f ^^ + - = 0(1), lisez: 

a j3 y 

^ + ^ + 1^ = 1. 

« ^ y 

Page 402, ligne 2 en remontant, après l'indication du § 603, ajoutez * 

soit. 
Page 411, ligne 11, au lieu de : soit, lise» : reste. 
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